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Предисловие 
Задача построения триангуляции Делоне является одной из базовых 

в вычислительной геометрии. К ней сводятся многие другие задачи, она 
широко используется в машинной графике и геоинформационных систе-
мах для моделирования поверхностей и решения пространственных задач. 

В гл. 1 даются определения триангуляции, рассматриваются основ-
ные её свойства, приводятся 5 основных используемых структур данных, а 
также 4 способа проверки условия Делоне.  

В гл. 2-5 рассматриваются 4 группы алгоритмов построения триан-
гуляции Делоне, всего 28 алгоритмов. Предлагается классификация алго-
ритмов, приводятся их трудоемкости, а также общие оценки алгоритмов. 

В гл. 6 рассматривается обобщение триангуляции Делоне – триангу-
ляция Делоне с ограничениями, используемая для решения широкого кру-
га задач. 

В гл. 7 рассматриваются вопросы практической реализации алгорит-
мов триангуляции, приводится модифицированный алгоритм вставки 
структурных отрезков. 

В гл. 8 рассматривается применение триангуляции для решения за-
дач пространственного анализа на плоскости, часто возникающих в геоин-
формационных системах и системах автоматизированного проектирова-
ния. Это задачи построения оверлеев (объединение, пересечение и раз-
ность многоугольников), буферных зон, диаграмм Вороного и взвешенных 
зон близости. 

В гл. 9 описываются триангуляционные структуры для моделирова-
ния рельефа, приводятся алгоритмы их построения. 

В гл. 10 описывается применение триангуляции для моделирования 
поверхностей, а также рассматривается ряд алгоритмов анализа триангу-
ляционных моделей (упрощение триангуляции, построение изолиний, вы-
числение объемов земляных работ и зон видимости). 

Описываемые в гл. 8–10 применения триангуляции Делоне с ограни-
чениями реализованы автором в рамках геоинформационной системы 
ГрафИн 4.0 и прошли апробацию на реальных задачах. 

Автор благодарит Ю.Л. Костюка за многолетнее сотрудничество и 
помощь, приведшие к написанию данной работы, а также А.Л. Фукса за 
ценные замечания, сделанные при подготовке книги к печати. 

Все отзывы и пожелания автор примет с благодарностью и просит 
направлять их по адресу: 634050, пр. Ленина, 36, Томский государствен-
ный университет, факультет информатики; или по электронной почте: 
skv@csd.tsu.ru. 



Глава 1. Триангуляция Делоне 

1.1. Определения 
Впервые задача построения триангуляции Делоне была поставлена в 

1934 г. в работе советского математика Б.Н. Делоне [1]. Трудоёмкость этой 
задачи составляет ( log )O N N . Существуют алгоритмы, достигающие этой 
оценки в среднем и худшем случаях. Кроме того, известны алгоритмы, по-
зволяющие в ряде случаев достичь в среднем ( )O N . 

Для дальнейшего обсуждения введём несколько определений [1,12]: 
Определение 1.  Триангуляцией называется планарный граф, все внут-

ренние области которого являются треугольниками (рис. 1). 
Определение 2. Выпуклой триангуляцией называется такая триангу-

ляция, для которой минимальный многоугольник, охватывающий все тре-
угольники, будет выпуклым. Триангуляция, не являющаяся выпуклой, на-
зывается невыпуклой. 

 

 
 

Рис. 1. Пример триангуляции 
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Определение 3. Задачей построения триангуляции по заданному на-
бору двумерных точек называется задача соединения заданных точек не-
пересекающимися отрезками так, чтобы образовалась триангуляция. 

Задача построения триангуляции по исходному набору точек являет-
ся неоднозначной, поэтому возникает вопрос, какая из двух различных 
триангуляций лучше?  

Определение 4. Триангуляция называется оптимальной, если сумма 
длин всех рёбер минимальна среди всех возможных триангуляций, постро-
енных на тех же исходных точках.  

В [37,39] обосновано, что задача построения такой триангуляции, 
видимо, является NP-полной. Поэтому для большинства реальных задач 
существующие алгоритмы построения оптимальной триангуляции непри-
емлемы ввиду слишком высокой трудоёмкости. При необходимости на 
практике применяют приближенные алгоритмы [8]. 

Одним из первых был предложен следующий алгоритм построения 
триангуляции. 

Жадный алгоритм построения триангуляции. 
Шаг 1. Генерируется список всех возможных отрезков, соединяю-

щих пары исходных точек, и он сортируется по длинам отрезков.  
Шаг 2. Начиная с самого короткого, последовательно выполняется 

вставка отрезков в триангуляцию. Если отрезок не пересекается с другими 
ранее вставленными отрезками, то он вставляется, иначе он отбрасывается. 
Конец алгоритма. 

Заметим, что если все возможные отрезки имеют разную длину, то 
результат работы этого алгоритма однозначен, иначе он зависит от порядка 
вставки отрезков одинаковой длины. 

Определение 5. Триангуляция называется жадной, если она 
построена жадным алгоритмом. 

Трудоемкость работы жадного алгоритма при некоторых его улуч-
шениях составляет 2( log )O N N  [26]. В связи со столь большой трудоемко-
стью на практике он почти не применяется. 

Кроме оптимальной и жадной триангуляции, также широко известна 
триангуляция Делоне, обладающая рядом практически важных свойств 
[1,4,37,39]. 

Определение 6. Говорят, что триангуляция удовлетворяет условию 
Делоне, если внутрь окружности, описанной вокруг любого построенного 
треугольника, не попадает ни одна из заданных точек триангуляции. 

Определение 7. Триангуляция называется триангуляцией Делоне, ес-
ли она является выпуклой и удовлетворяет условию Делоне (рис. 2). 
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Рис. 2. Триангуляция Делоне 

 
Определение 8. Говорят, что пара соседних треугольников триангу-

ляции удовлетворяет условию Делоне, если этому условию удовлетворяет 
триангуляция, составленная только из этих двух треугольников. 

Определение 9. Говорят, что треугольник триангуляции удовлетворя-
ет условию Делоне, если этому условию удовлетворяет триангуляция, со-
ставленная только из этого треугольника и трёх его соседей (если они су-
ществуют). 

Триангуляция Делоне впервые появилась в научном мире как граф, 
двойственный диаграмме Вороного – одной из базовых структур вычисли-
тельной геометрии. 

Определение 10. Для заданной точки 1{ ,..., }i NP P P∈  на плоскости 
многоугольником (ячейкой) Вороного называется геометрическое место то-
чек на плоскости, которые находятся к iP  ближе, чем к любой другой за-
данной точке ,jP j i≠  [48]. 

Совокупность многоугольников Вороного образует разбиение плос-
кости, представляющее векторную сеть. 

Определение 11. Диаграммой Вороного заданного множества точек 
1{ ,..., }NP P  называется совокупность всех многоугольников Вороного этих 

точек (рис. 3,а). 
Диаграммы Вороного также иногда называют разбиением Тиссена и 

ячейками Дирихле. 
Одним из главных свойств диаграммы Вороного является её двойст-

венность триангуляции Делоне [1]. А именно, соединив отрезками те ис-
ходные точки, чьи многоугольники Вороного соприкасаются хотя бы уг-
лами, мы получим триангуляцию Делоне (рис. 3,б). 
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(а) (б)
 

Рис. 3. Диаграммы Вороного: а – пример диаграммы;  
б – двойственная диаграмме триангуляция Делоне 

 
Многие алгоритмы построения триангуляции Делоне используют 

следующую теорему [4,32]: 
Теорема 1. Триангуляцию Делоне можно получить из любой другой 

триангуляции по той же системе точек, последовательно перестраивая па-
ры соседних треугольников ABC∆  и BCD∆ , не удовлетворяющих условию 
Делоне, в пары треугольников ABD∆  и ACD∆  (рис. 4). Такая операция пе-
рестроения также часто называется флипом. 

 
A

B

D

C

A

B

D

C

 
 

Рис. 4. Перестроение треугольников,  
не удовлетворяющих условию Делоне 

 
Данная теорема позволяет строить триангуляцию Делоне последова-

тельно, построив вначале некоторую триангуляцию, а потом последова-
тельно улучшая её до выполнения условия Делоне. 

При проверке условия Делоне для пар соседних треугольников мож-
но использовать непосредственно определение 6, но иногда применяют 
другие способы, основанные на следующих теоремах [4,31,33,45]: 
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Теорема 2. Триангуляция Делоне обладает максимальной суммой 
минимальных углов всех своих треугольников среди всех возможных три-
ангуляций. 

Теорема 3. Триангуляция Делоне обладает минимальной суммой ра-
диусов окружностей, описанных около треугольников, среди всех возмож-
ных триангуляций. 

В данных теоремах фигурирует некая суммарная характеристика 
всей триангуляции (сумма минимальных углов или сумма радиусов), оп-
тимизируя которую в парах смежных треугольников, можно получить три-
ангуляцию Делоне. 

1.2. Структуры для представления триангуляции 
Как показывает практика, выбор структуры для представления три-

ангуляции оказывает существенное влияние на теоретическую трудоём-
кость алгоритмов, а также на скорость конкретной реализации. Кроме того, 
выбор структуры может зависеть от цели дальнейшего использования 
триангуляции. 

В триангуляции можно выделить 3 основных вида объектов: узлы 
(точки, вершины), рёбра (отрезки) и треугольники. 

В работе многих существующих алгоритмов построения триангуля-
ции Делоне и алгоритмов её анализа часто возникают следующие опера-
ции с объектами триангуляции: 

1. Треугольник → узлы: получение для данного треугольника коор-
динат образующих его узлов. 

2. Треугольник → рёбра: получение для данного треугольника списка 
образующих его рёбер. 

3. Треугольник → треугольники: получение для данного треугольни-
ка списка соседних с ним треугольников. 

4. Ребро → узлы: получение для данного ребра координат образую-
щих его узлов. 

5. Ребро → треугольники: получение для данного ребра списка со-
седних с ним треугольников. 

6. Узел → рёбра: получение для данного узла списка смежных рёбер. 
7. Узел → треугольники: получение для данного узла списка смеж-
ных треугольников. 

В каких-то алгоритмах некоторые из этих операций могут не исполь-
зоваться. В других же алгоритмах операции с рёбрами могут возникать не 
часто, поэтому рёбра могут представляться косвенно как одна из сторон 
некоторого треугольника. 
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Рассмотрим наиболее часто встречающиеся структуры. 

1.2.1. Структура данных «Узлы с соседями» 

В структуре «Узлы с соседями» для каждого узла триангуляции 
хранятся его координаты на плоскости и список указателей на соседние 
узлы (список номеров узлов), с которыми есть общие рёбра (рис. 5–6) [40]. 
По сути, список соседей определяет в неявном виде рёбра триангуляции. 
Треугольники же при этом не представляются вообще, что является обыч-
но существенным препятствием для дальнейшего применения триангуля-
ции. Кроме того, недостатком является переменный размер структуры уз-
ла, зачастую приводящий к неэкономному расходу оперативной памяти 
при построении триангуляции. 

 
Узел = record 
  X: число;    ← координата X 
  Y: число;    ← координата Y 
  Count: целое;    ← количество смежных узлов Делоне 
  Nodes: array [1..Count] of Указатель_на_узел;    ← список смежных узлов 
end; 

 

Рис. 5.  Структура данных триангуляции «Узлы с соседями» 
 

 
 

Рис. 6.  Связи узлов структуры «Узлы с соседями» 
 

Среднее число смежных узлов в триангуляции Делоне равно 6 (это 
доказывается по индукции или из теоремы Эйлера о планарных графах), 
поэтому при 8-байтовом представлении координат, 4-байтовых целых и 4-
байтовых указателях суммарный объем памяти, занимаемый данной струк-
турой триангуляцией, составляет 44 N⋅  байт. 
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1.2.2. Структура данных «Двойные рёбра» 

В структуре «Двойные рёбра» основой триангуляции является спи-
сок ориентированных рёбер. При этом каждое ребро входит в структуру 
триангуляцию дважды, но направленными в противоположные стороны. 

Для каждого ребра хранятся следующие указатели (рис. 7–8) [29]: 
1) на концевой узел ребра;  
2) на следующее по часовой стрелке ребро в треугольнике, находя-

щемся справа от данного ребра;  
3) на «ребро-близнец», соединяющее те же самые узлы триангуля-

ции, что и данное, но направленное в противоположную сторону; 
 

Узел = record 
  X: число;    ← координата X 
  Y: число;    ← координата Y 
end; 
Ребро = record 
  Node: Указатель_на_узел;   ← концевой узел ребра 
  Next: Указатель_на_ребро;  ← следующее по часовой стрелке в треугольнике справа 
  Twin: Указатель_на_ребро;  ← ребро-близнец, направленное в другую сторону 
  Triangle: Указатель_на_треугольник;  ← указатель на треугольник справа 
end; 
Треугольник = record         ← в записи нет обязательных полей 
end; 

 
Рис. 7.  Структура данных триангуляции «Двойные рёбра» 

 

 
Рис. 8.  Связи рёбер (слева) и неявное задание треугольников  

(справа) в структуре «Двойные рёбра» 
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4) на треугольник, находящийся справа от ребра.  
Последний указатель не нужен для построения триангуляции, и по-

этому его наличие должно определяться в зависимости от цели дальнейше-
го применения триангуляции. 

Недостатками данной структуры является представление треуголь-
ников в неявном виде, а также большой расход памяти, составляющий при 
8-байтовом представлении координат и 4-байтовых указателях не менее 
64 N⋅  байт (не учитывая расход памяти на представление дополнительных 
данных в треугольниках). 

1.2.3. Структура данных «Узлы и треугольники» 

В структуре «Узлы и треугольники» для каждого треугольника хра-
нятся три указателя на образующие его узлы и три указателя на смежные 
треугольники (рис. 9–10) [16,34,44]. 

 
Узел = record 
  X: число;    ← координата X 
  Y: число;    ← координата Y 
end; 
Треугольник = record 
  Nodes: array [1..3] of Указатель_на_узел;             ← образующие узлы 
  Triangles: array [1..3] of Указатель_на_треугольник;  ← соседние треугольники 
end; 

 
Рис. 9.  Структура данных триангуляции «Узлы и треугольники» 

 

 
 

Рис. 10.  Связи треугольников структуры «Узлы и треугольники» 
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Нумерация точек и соседних треугольников производится в порядке 
обхода по часовой стрелке, при этом напротив точки с номером  

{1, 2, 3}i∈  располагается ребро, соответствующее соседнему треугольни-
ку с таким же номером. 

Рёбра в данной триангуляции в явном виде не хранятся. При необхо-
димости же они обычно представляются как указатель на треугольник и 
номер ребра внутри него.  

При 8-байтовом представлении координат и 4-байтовых указателях 
данная структура триангуляции требует примерно 64 N⋅  байт.  

Несмотря на то, что данная структура уступает «Узлам с соседями», 
она наиболее часто применяется на практике в силу своей относительной 
простоты и удобства программирования алгоритмов на её основе. 

1.2.4. Структура данных «Узлы, рёбра и треугольники» 

В структуре «Узлы, рёбра и треугольники» в явном виде задаются 
все объекты триангуляции: узлы, рёбра и треугольники. Для каждого ребра 
хранятся указатели на два концевых узла и два соседних треугольника. Для 
треугольников хранятся указатели на три образующих треугольник ребра 
(рис. 11, 12) [19]. 

Данная структура часто применяется на практике, особенно в зада-
чах, где требуется в явном виде представлять рёбра триангуляции.   

Недостатком данной структуры является большой расход памяти, со-
ставляющий при 8-байтовом представлении координат и 4-байтовых указа-
телях примерно 88 N⋅  байт. 

 
 

Узел = record 
  X: число;    ← координата X 
  Y: число;    ← координата Y 
end; 
Ребро = record 
  Nodes: array [1..2] of Указатель_на_узел;            ← список концевых узлов 
  Triangles: array [1..2] of Указатель_на_треугольник; ← соседние треугольники 
end; 
Треугольник = record 
  Ribs: array [1..3] of Указатель_на_ребро;            ← образующие рёбра 
end; 

 
 

Рис. 11.  Структура данных триангуляции «Узлы, рёбра и треугольники» 
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Рис. 12.  Связи треугольников (слева) и рёбер (справа) 

структуры «Узлы, рёбра и треугольники» 
 

1.2.5. Структура данных «Узлы, простые рёбра и треугольники» 

В структуре «Узлы, простые рёбра и треугольники» в явном виде 
задаются все объекты триангуляции: узлы, рёбра и треугольники. Для каж-
дого ребра хранятся указатели на два концевых узла и два соседних тре-
угольника. Для рёбер никакой специальной информации нет. Для тре-
угольников хранятся указатели на образующих треугольник три узла и три 
ребра, а также указатели на три смежных треугольника (рис. 13–14). 

Данная структура часто применяется на практике, особенно в зада-
чах, где требуется в явном виде представлять рёбра триангуляции.   

Недостатком данной структуры является относительно большой рас-
ход памяти, составляющий при 8-байтовом представлении координат и 4-
байтовых указателях примерно 80 N⋅  байт. 

 
 

Узел = record 
  X: число;    ← координата X 
  Y: число;    ← координата Y 
end; 
Ребро = record ← в записи нет обязательных полей 
end; 
Треугольник = record 
  Nodes: array [1..3] of Указатель_на_узел;            ← образующие узлы 
  Triangles: array [1..3] of Указатель_на_треугольник; ← соседние треугольники 
  Ribs: array [1..3] of Указатель_на_ребро;            ← образующие рёбра 
end; 

 
Рис. 13.  Структура данных «Узлы, простые рёбра и треугольники» 
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Рис. 14.  Связи треугольников в структуре данных 
«Узлы, простые рёбра и треугольники» 

 
В заключение этого раздела в табл. 1 представлены сводные характе-

ристики приведенных структур данных, включая затраты по памяти и сте-
пень представления различных элементов триангуляции («–» – элемент 
отсутствует, «+» – присутствует, «±» – присутствует, но нет связей с 
другими элементами триангуляции).  

В целом можно отметить, что структура «Узлы с соседями» менее 
удобна, чем остальные, так как не представляет в явном виде рёбра и тре-
угольники. Среди остальных достаточно удобной в программировании яв-
ляется структура «Узлы и треугольники». Однако некоторые алгоритмы 
триангуляции Делоне требуют представления рёбер в явном виде, поэтому 
там можно порекомендовать структуру «Узлы, рёбра и треугольники». 

 
Таблица 1. Основные характеристики структур данных 

 

Название структуры данных Память Узлы Рёбра Треугольники 
«Узлы с соседями» 44 N⋅ + – – 
«Двойные рёбра» 64 N⋅  ± + ± 
«Узлы и треугольники» 64 N⋅  ± – + 
«Узлы, рёбра и треугольники» 88 N⋅  ± + + 
«Узлы, простые рёбра и треугольники» 80 N⋅  ± ± + 

 

1.3. Проверка условия Делоне 
Одной из важнейших операций, выполняемых при построении три-

ангуляции, является проверка условия Делоне для заданных пар треуголь-
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ников. На основе определения триангуляции Делоне и теоремы 2 на прак-
тике обычно используют несколько способов проверки: 

1. Проверка через уравнение описанной окружности. 
2. Проверка с заранее вычисленной описанной окружностью. 
3. Проверка суммы противолежащих углов. 
4. Модифицированная проверка суммы противолежащих углов. 

1.3.1. Проверка через уравнение описанной окружности 

Уравнение окружности, проходящей через точки 1 1 2 2( , ),( , ),x y x y  
3 3( , )x y , можно записать в виде 

2 2

2 2
1 1 1 2
2 2
2 2 2 2
2 2
3 3 3 3

1
1

0
1
1

x y x y
x y x y
x y x y
x y x y

+
+

=
+
+

 

или же как 2 2( ) 0x y a x b y c d+ ⋅ − ⋅ + ⋅ − = , где 
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2 2 2 2 2

3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3

1 1 1
1 ,  1 ,  c 1 ,  .
1 1 1

x y x y y x y x x y x y
a x y b x y y x y x d x y x y

x y x y y x y x x y x y

+ + +
= = + = + = +

+ + +
 (1)  

Тогда условие Делоне для любого заданного треугольника 
( )1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y∆  будет выполняться только тогда, когда  для любо-

го узла 0 0( , )x y  триангуляции будет 2 2
0 0 0 0( ( ) ) sgn 0a x y b x c y d a⋅ + − ⋅ + ⋅ − ⋅ ≥ , 

т.е. когда 0 0( , )x y  не попадает внутрь окружности, описанной вокруг тре-
угольника ( )1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y∆  [27]. Для упрощения вычислений мож-
но заметить, что если тройка точек 1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y  является правой 
(т.е. обход их в треугольнике выполняется по часовой стрелке), то всегда 
sgn 1a = − , и наоборот, если тройка эта левая, то sgn 1a = . 

Непосредственная реализация такой процедуры проверки требует 29 
операций умножения и возведения в квадрат, а также 24 операций 
сложения и вычитания. 

1.3.2. Проверка с заранее вычисленной  
описанной окружностью 

Предыдущий вариант проверки требует значительного количества 
арифметических операций. В большинстве алгоритмов триангуляции ко-
личество проверок условия многократно (в разных алгоритмах это число 
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колеблется от 2 до 25 и больше) превышает общее число различных тре-
угольников, присутствовавших в триангуляции на разных шагах её по-
строения. Поэтому основная идея алгоритма проверки через заранее вы-
численные окружности заключается в предварительном вычислении для 
каждого построенного треугольника центра и радиуса описанной вокруг 
него окружности, после чего проверка условия Делоне будет сводиться к 
вычислению расстояния до центра этой окружности и сравнению результа-
та с радиусом. Таким образом, центр ( , )c cx y  и радиус r  окружности, опи-
санной вокруг треугольника ( )1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y∆ , можно найти как 

2 2 2 22 , 2 , ( 4 ) 4c cx b a y c a r b c ad a= = − = + − , где значения , , ,a b c d  опре-
делены выше в (1). 

Тогда условие Делоне для треугольника ( )1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y∆  бу-
дет выполняться только тогда, когда  для любой другой точки 0 0( , )x y  три-
ангуляции 2 2 2

0 0( ) ( )c cx x y y r− + − ≥ . 

Реализация такой процедуры проверки требует для каждого тре-
угольника 36 операций умножения, возведения в квадрат и деления, а так-
же 22 операций сложения и вычитания. На этапе непосредственного вы-
полнения проверок требуется всего только 2 возведения в квадрат, 2 вычи-
тания, 1 сложение и 1 сравнение. 

Теперь заметим, что для каждого треугольника знать параметры опи-
санной окружность и не обязательно. Проверка условия Делоне всегда вы-
полняется для некоторой пары треугольников, а поэтому достаточно знать 
окружность только одного из этих треугольников. Тогда будем вычислять 
параметры описанной окружности лишь в том случае, если в паре анализи-
руемых треугольников еще не вычислена ни одна окружность. 

При таком подходе в среднем на 25–45% (в зависимости от исполь-
зуемого алгоритма триангуляции) уменьшается количество треугольников, 
для которых необходимо вычислить описанные окружности. Таким обра-
зом, в среднем на один треугольник требуется 22–27 операций типа умно-
жения и 13–17 операций типа сложения. 

Если принять, что алгоритм триангуляции тратит в среднем по 5 
проверок на каждый треугольник, то в среднем данный способ проверки 
требует около 6–7 операций типа умножения и 6 операций типа сложения. 
Если алгоритм тратит в среднем по 12 проверок на каждый треугольник, то 
соответственно – 4 и 4 операции. Точная же оценка среднего числа опера-
ций должна выполняться для конкретного алгоритма триангуляции и ти-
пичных видов исходных данных. 
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1.3.3. Проверка суммы противолежащих углов 

В [27,31] показано, что условие Делоне для данного треугольника 
( )1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , )x y x y x y∆  будет выполняться только тогда, когда для любой 

другой точки 0 0( , )x y  триангуляции α +β ≤ π  (рис. 15). Это условие экви-
валентно sin( ) 0α +β ≥ , т.е.  

 sin cos cos sin 0α ⋅ β+ α ⋅ β ≥ .  (2) 

Значения синусов и косинусов углов можно вычислить через скаляр-
ные и векторные произведения векторов: 

0 1 0 3 0 1 0 3
2 2 2 2

0 1 0 1 0 3 0 3

( )( ) ( )( )cos ,
( ) ( ) ( ) ( )

x x x x y y y y
x x y y x x y y

− − + − −
α =

− + − − + −
 

2 1 2 3 2 1 2 3
2 2 2 2

2 1 2 1 2 3 2 3

( )( ) ( )( )cos ,
( ) ( ) ( ) ( )

x x x x y y y y
x x y y x x y y

− − + − −
β =

− + − − + −
 

0 1 0 3 0 3 0 1
2 2 2 2

0 1 0 1 0 3 0 3

( )( ) ( )( )sin ,
( ) ( ) ( ) ( )

x x y y x x y y
x x y y x x y y

− − − − −
α =

− + − − + −

2 1 2 3 2 3 2 1
2 2 2 2

2 1 2 1 2 3 2 3

( )( ) ( )( )sin .
( ) ( ) ( ) ( )

x x y y x x y y
x x y y x x y y

− − − − −
β =

− + − − + −
 

Подставив эти значения в формулу (2) и сократив знаменатели дро-
бей, получим следующую формулу проверки: 

( ) ( )0 1 0 3 0 3 0 1 2 1 2 3 2 1 2 3( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )x x y y x x y y x x x x y y y y− − − − − ⋅ − − + − − +  

( ) ( )0 1 0 3 0 1 0 3 2 1 2 3 2 3 2 1( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 0x x x x y y y y x x y y x x y y+ − − + − − ⋅ − − − − − ≥ . (3) 

Непосредственная реализация такой процедуры проверки требует 10 
операций умножения, а также 13 операций сложения и вычитания. 

 

3 3( , )x y

2 2( , )x y
1 1( , )x y

0 0( , )x y

α

β

 
 

Рис. 15. Проверка суммы противолежащих углов 
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1.3.4. Модифицированная проверка  
суммы противолежащих углов 

В [46] предложено вычислять не сразу все скалярные и векторные 
произведения. Вначале нужно вычислить только часть из выражения (3), 
соответствующую cosα  и cosβ :  

0 1 0 3 0 1 0 3( )( ) ( )( )s x x x x y y y yα = − − + − − , 

2 1 2 3 2 1 2 3( )( ) ( )( )s x x x x y y y yβ = − − + − − . 

Тогда, если 0sα <  и 0sβ < , то 90α > D , 90β > D , и поэтому условие Де-

лоне не выполняется. Если 0sα ≥  и 0sβ ≥ , то 90α ≤ D , 90β ≤ D , и поэтому 
условие Делоне выполняется. Иначе требуются полные вычисления по 
формуле (3).  

Такое усовершенствование позволяет в среднем на 20–40% (сущест-
венно зависит от алгоритма триангуляции) сократить количество выпол-
няемых арифметических операций (примерно до 7 умножений, а также 9 
сложений и вычитаний). 

Дополнительным преимуществом этой проверки перед предыдущим 
способом является большая устойчивость к потере точности в промежу-
точных вычислениях с использованием вещественной арифметики с пла-
вающей точкой [46]. 

 

В заключение этого раздела в табл. 2 даны сводные характеристики 
приведенных способов проверки условия Делоне.  

В целом для применения можно порекомендовать модифицирован-
ную проверку суммы противолежащих углов, требующую минимального 
количества арифметических операций.  

 

Таблица 2. Среднее количество выполняемых арифметических 
операций в различных способах проверки условия Делоне 

 

Название способа проверки Число ×  и ÷  Число + и – 
Через уравнение описанной окружности 29 24 
С заранее вычисленной окружностью ~4…7 ~4…6 
Сумма противолежащих углов 10 13 
Модифицированная сумма углов ~7 ~9 

 
Способ проверки с заранее вычисленной описанной окружностью 

следует применять только в алгоритмах, в которых треугольники пере-
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страиваются редко. Это в первую очередь алгоритмы слияния, а также не-
которые двухпроходные алгоритмы, рассматриваемые в следующих гла-
вах. Тем не менее следует заметить, что этот способ проверки требует до-
полнительных затрат памяти. 

1.4. Алгоритмы триангуляции Делоне 
В настоящее время известно значительное количество различных ал-

горитмов построения триангуляции Делоне. На рис. 16 приведена класси-
фикация только основных из них (жирным шрифтом выделены конкретные 
алгоритмы). Кроме этих алгоритмов, существуют и другие, менее извест-
ные, но они обладают заведомо худшими характеристиками. 

В табл. 3 собраны основные характеристики всех этих алгоритмов. В 
колонке А представлена оценка трудоемкости в худшем случае, в колонке 
Б – трудоемкость в среднем случае, в колонке В – время работы на 10 000 
точек в относительных единицах и в колонке Г – авторская экспертная 
оценка простоты реализации по 5-балльной системе (чем больше звездо-
чек, тем алгоритм лучше). Все приведенные оценки времени получены ав-
тором после реализации алгоритмов в одном стиле (на структуре «Узлы и 
треугольники») и на одной программно-аппаратной платформе. Некоторые 
из алгоритмов не реализованы, поэтому в таблице там стоят прочерки. За-
метим, что оценки времени достаточно условны и они, видимо, будут су-
щественно отличаться в различных программных реализациях и на разных 
распределения исходных точек. Более подробные результаты сравнений 
отдельных алгоритмов приведены в [15]. 

В целом из всего множества представленных алгоритмов по опыту 
автора лучше всего себя зарекомендовал алгоритм динамического кэширо-
вания. Примерно так же хорошо работает алгоритм послойного сгущения. 
Что немаловажно, оба эти алгоритма легко программируются на любых 
структурах данных. Из других хороших алгоритмов следует отметить 
двухпроходный алгоритм невыпуклого полосового слияния и ленточный ал-
горитм, но они несколько сложнее в реализации. 

На практике триангуляция строится для решения каких-либо при-
кладных задач. При этом почти всегда возникает задача локализации неко-
торой точки плоскости на триангуляции – поиска треугольника, в который 
она попадает. Только в результате работы алгоритма динамического кэши-
рования создается структура кэша, которая и позволяет эффективно вы-
полнять указанную локализацию. Во всех остальных алгоритмах такой 
структуры не создается и её необходимо создавать дополнительно. 

В следующих четырех главах все эти алгоритмы построения триан-
гуляции Делоне будут рассмотрены подробно. 
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1. Итеративные алгоритмы.
    1.1. Простой итеративный алгоритм.
           1.1.1. Итеративный алгоритм "Удаляй и строй".
    1.2. Итеративные алгоритмы с индексированием поиска треугольников.
           1.2.1. Итеративный алгоритм с индексированием треугольников

R-деревом.
           1.2.2. Итеративный алгоритм с индексированием центров

треугольников 2-D-деревом.
           1.2.3. Итеративный алгоритм с индексированием центров

треугольников квадродеревом.
    1.3.  Итеративные алгоритмы с кэшированием поиска треугольников.
           1.3.1. Итеративный алгоритм со статическим кэшированием

поиска.
           1.3.2. Итеративный алгоритм с динамическим кэшированием

поиска.
    1.4. Итеративные алгоритмы с измененным порядком добавления точек.
           1.4.1. Итеративный полосовой алгоритм.
           1.4.2. Итеративный квадратный алгоритм.
           1.4.3. Итеративный алгоритм с послойным сгущением.
           1.4.4. Итеративный алгоритм с сортировкой вдоль кривой,

заполняющей плоскость.
           1.4.5. Итеративный алгоритм с сортировкой по Z-коду.
2. Алгоритмы слияния.
    2.1. Алгоритм "Разделяй и властвуй".
    2.2. Рекурсивный алгоритм с разрезанием по диаметру.
    2.3. Полосовые алгоритмы слияния.
           2.3.1. Алгоритм выпуклого полосового слияния.
           2.3.2. Алгоритм невыпуклого полосового слияния.
3. Алгоритмы прямого построения.
    3.1. Пошаговый алгоритм.
    3.2. Пошаговые алгоритмы с ускорением поиска соседей Делоне.
           3.2.1. Пошаговый алгоритм с 2-D-деревом поиска.
           3.2.2. Клеточный пошаговый алгоритм.
4. Двухпроходные алгоритмы.
    4.1. Двухпроходные алгоритмы слияния.
           4.1.1. Алгоритм "Разделяй и властвуй".
           4.1.2. Рекурсивный алгоритм с разрезанием по диаметру.
           4.1.3. Алгоритм выпуклого полосового слияния.
           4.1.4. Алгоритм невыпуклого полосового слияния.
    4.2. Модифицированный иерархический алгоритм.
    4.3. Линейный алгоритм.
    4.4. Веерный алгоритм.
    4.5. Алгоритм рекурсивного расщепления.
    4.6. Ленточный алгоритм.

 
Рис. 16. Классификация алгоритмов построения триангуляции Делоне 
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 Таблица 3. Общие характеристики алгоритмов триангуляции (А, Б –  тру-
доемкости в худшем случае и в среднем, В – время работы, Г – простота) 

 

Название алгоритма А Б В Г 
Итеративные алгоритмы 

Простой итеративный алгоритм 2( )O N  3 2( )O N  5,80  

Итеративный алгоритм «Удаляй и строй» 2( )O N  3 2( )O N  8,42  

Алгоритм с индексированием поиска 
R-деревом 

2( )O N  ( log )O N N  9,23  

Алгоритм с индексированием поиска 
k-D-деревом 

2( )O N  ( log )O N N  7,61  

Алгоритм с индексированием поиска 
квадродеревом 

2( )O N  ( log )O N N  7,14  

Алгоритм статического кэширования 2( )O N  9 8( )O N  1,68  

Алгоритм динамического кэширования 2( )O N  ( )O N  1,49  

Алгоритм с полосовым разбиением точек 2( )O N  ( )O N  3,60  

Алгоритм с квадратным разбиением точек 2( )O N  ( )O N  2,61  

Алгоритм послойного сгущения 2( )O N  ( )O N  1,93
Алгоритм с сортировкой точек вдоль 
фрактальной кривой 

2( )O N  ( )O N  5,01

Алгоритм с сортировкой точек по Z-коду 2( )O N  ( )O N  5,31  
Алгоритмы слияния 

Алгоритм «Разделяй и властвуй» ( log )O N N  ( log )O N N  3,14  

Рекурсивный алгоритм с разрезанием по 
диаметру ( log )O N N  ( log )O N N  4,57  

Алгоритм выпуклого полосового слияния 2( )O N  ( )O N  2,79  

Алгоритм невыпуклого полосового 
слияния 

2( )O N  ( )O N  2,54  

Алгоритмы прямого построения 
Пошаговый алгоритм 2( )O N  2( )O N  –  

Пошаговый алгоритм с k-D-деревом 
поиска 

2( )O N  ( log )O N N  –  

Пошаговый клеточный алгоритм 2( )O N  ( )O N  –  
Двухпроходные алгоритмы 

Двухпроходный алгоритм «Разделяй и 
властвуй» ( log )O N N  ( log )O N N  2,79  

Двухпроходный алгоритм с разрезанием 
по диаметру ( log )O N N  ( log )O N N  4,13  

Двухпроходный алгоритм выпуклого 
полосового слияния 

2( )O N  ( )O N  2,56  

Двухпроходный алгоритм невыпуклого 
полосового слияния 

2( )O N  ( )O N  2,24

Модифицированный иерархический 
алгоритм 

2( )O N  2( )O N  15,42  

Алгоритм линейного заметания 2( )O N  ( )O N  4,36  

Веерный алгоритм 2( )O N  ( )O N  4,18  

Алгоритм рекурсивного расщепления ( log )O N N  ( log )O N N  –  

Ленточный алгоритм 2( )O N  ( )O N  2,60  
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построения триангуляции Делоне 
Все итеративные алгоритмы имеют в своей основе очень простую 

идею последовательного добавления точек в частично построенную триан-
гуляцию Делоне. Формально это выглядит так.  

Итеративный алгоритм построения триангуляции Делоне. Дано 
множество из N точек. 

Шаг 1. На первых трех исходных точках строим один треугольник. 
Шаг 2. В цикле по n для всех остальных точек выполняем шаги 3–5. 
Шаг 3. Очередная n-я точка добавляется в уже построенную струк-

туру триангуляции следующим образом. Вначале производится локализа-
ция точки, т.е. находится треугольник (построенный ранее), в который по-
падает очередная точка. Либо, если точка не попадает внутрь триангуля-
ции, находится треугольник на границе триангуляции, ближайший к оче-
редной точке. 

Шаг 4. Если точка попала на ранее вставленный узел триангуляции, 
то такая точка обычно отбрасывается, иначе точка вставляется в триангу-
ляцию в виде нового узла. При этом если точка попала на некоторое ребро, 
то оно разбивается на два новых, а оба смежных с ребром треугольника 
также делятся на два меньших. Если точка попала строго внутрь какого-
нибудь треугольника, он разбивается на три новых. Если точка попала вне 
триангуляции, то строится один или более треугольников.  

Шаг 5. Проводятся локальные проверки вновь полученных треуголь-
ников на соответствие условию Делоне и выполняются необходимые пере-
строения. Конец алгоритма. 

Сложность данного алгоритма складывается из трудоёмкости поиска 
треугольника, в который на очередном шаге добавляется точка, трудоём-
кости построения новых треугольников, а также трудоёмкости соответст-
вующих перестроений структуры триангуляции в результате неудовлетво-
рительных проверок пар соседних треугольников полученной триангуля-
ции на выполнение условия Делоне. 

При построении новых треугольников возможны две ситуации, когда 
добавляемая точка попадает либо внутрь триангуляции, либо вне её. В 
первом случае строятся новые треугольники и число выполняемых алго-
ритмом действий фиксировано. Во втором необходимо построение допол-
нительных внешних к текущей триангуляции треугольников, причём их 
количество может в худшем случае равняться 3n − . Однако за все шаги 
работы алгоритма будет добавлено не более 3 N⋅  треугольников, где N – 
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общее число исходных точек. Поэтому в обоих случаях общее затрачивае-
мое время на построение треугольников составляет ( )O N . 

Чтобы несколько упростить алгоритм, можно вообще избавиться от 
второго случая, предварительно внеся в триангуляцию несколько таких 
дополнительных узлов, что построенная на них триангуляция заведомо на-
кроет все исходные точки триангуляции. Такая структура обычно называ-
ется суперструктурой. На практике для суперструктуры обычно выбирают 
следующие варианты (рис. 17):  

 

(а) (б) (в) (г) (д)
 

Рис. 17. Варианты суперструктур: а – треугольник; б – квадрат;  
в – точки на окружности; г – точки на квадрате; д – выпуклая оболочка 

 
а) вершины равностороннего треугольника, покрывающего всё мно-

жество исходных точек (рис. 17,а); 
б) вершины квадрата, покрывающего всё множество исходных точек 

(рис. 17,б); 

в) ( )Nθ точек, равномерно распределенных по окружности, покры-
вающей всё множество исходных точек (рис. 17,в); 

г) ( )Nθ точек, равномерно распределенных по квадрату, покры-
вающему всё множество исходных точек (рис. 17,г); 

д) исходные точки, попадающие на выпуклую оболочку множества 
исходных точек (рис. 17,д). 

В [15] приводятся результаты экспериментального сравнения раз-
личных вариантов суперструктур. При этом показывается, что при исполь-
зовании суперструктуры на различных распределениях исходных данных 
возможно как увеличение скорости работы алгоритмов, так и её снижение, 
но не более чем на 10%. 

Любое добавление новой точки в триангуляцию теоретически может 
нарушить условия Делоне, поэтому после добавления точки обычно сразу 
же производится локальная проверка триангуляции на условие Делоне. Эта 
проверка должна охватить все вновь построенные треугольники и сосед-
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ние с ними. Количество таких перестроений в худшем случае может быть 
очень велико, что, по сути, может привести к полному перестроению всей 
триангуляции. Поэтому трудоемкость перестроений составляет ( )O N . Од-
нако среднее число таких перестроений на реальных данных составляет 
только около трех [15]. 

Таким образом, наибольший вклад в трудоёмкость итеративного ал-
горитма даёт процедура поиска очередного треугольника. Именно поэтому 
все итеративные алгоритмы построения триангуляции Делоне отличаются 
почти только процедурой поиска очередного треугольника. 

2.1. Простой итеративный алгоритм 
В простом итеративном алгоритме поиск очередного треугольника 

реализуется следующим образом. Берётся любой треугольник, уже при-
надлежащий триангуляции (например, выбирается случайно), и последова-
тельными переходами по связанным треугольникам ищется искомый тре-
угольник.  

При этом в худшем случае приходится пересекать все треугольники 
триангуляции, поэтому трудоемкость такого поиска составляет ( )O N . Од-
нако в среднем для равномерного распределения в квадрате нужно совер-
шить только ( )O N  операций перехода [44]. Таким образом, трудоем-
кость простейшего итеративного алгоритма составляет в худшем 2( )O N , а 
в среднем – 3 2( )O N [31,34]. 

Во многих практически важных случаях исходные точки не являются 
статистически независимыми, при этом i-я точка находится вблизи 
( 1)i + -й. Поэтому в качестве начального треугольника для поиска можно 
брать треугольник, найденный ранее для предыдущей точки. Тем самым 
иногда удается достичь на некоторых видах исходных данных трудоемко-
сти построения триангуляции в среднем ( )O N . 

На практике обычно используются следующие способы поиска тре-
угольника по заданной точке внутри него и по некоторому исходному тре-
угольнику (рис. 18): 

1. Проводится прямая через некоторую точку внутри исходного тре-
угольника и целевую точку, а затем нужно идти вдоль этой прямой к цели 
[31] (рис. 18,а). При этом необходимо корректно обрабатывать ситуации, 
когда на пути могут встретиться узлы и коллинеарные рёбра. 

2. Двигаться пошагово, на каждом шаге проводя прямую через центр 
текущего треугольника и целевую точку и затем переходя к соседнему 
треугольнику, соответствующему стороне, которую пересекает построен-
ная прямая [34] (рис. 18,б). 
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(а) (б) (в)
 

Рис. 18. Варианты локализации треугольника в итеративных алгоритмах: 
а – переходы вдоль прямой; б – переход через ближайшее к цели  

ребро; в – переход через разделяющее ребро 
 

3. Двигаться пошагово, на каждом из которых надо переходить через 
такое ребро текущего треугольника, что целевая точка и вершина текущего 
треугольника, противолежащая выбираемому пересекаемому ребру, лежат 
по разные стороны от прямой, определяемой данным ребром [15,46] (рис. 
18,в). Этот способ обычно обеспечивает более длинный путь до цели, но 
он алгоритмически проще и поэтому быстрее. 

Для правильной работы данного алгоритма поиска существенным 
является то, что в триангуляции выполняется условие Делоне. Если усло-
вие Делоне нарушено, то иногда возможно зацикливание алгоритма. 

После того как требуемый треугольник найден, в нем строятся новые 
узел, рёбра и треугольники, а затем производится локальное перестроение 
триангуляции. 

2.1.1. Итеративный алгоритм «Удаляй и строй» 

В итеративном алгоритме «Удаляй и строй» не выполняется ника-
ких перестроений. Вместо этого при каждой вставке нового узла (рис. 19,а) 
сразу же удаляются все треугольники, у которых внутрь описанных ок-
ружностей попадает новый узел (рис. 19,б). При этом все удаленные тре-
угольники неявно образуют некоторый многоугольник. После этого на 
месте удаленных треугольников строится заполняющая триангуляция пу-
тем соединения нового узла с этим многоугольником (рис. 19,в) [49]. 
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(а) (б) (в)
 

Рис. 19. Вставка точки в итеративном алгоритме «Удаляй и строй»: 
а – локализация точки в треугольнике; б – удаление треугольников; 

в – построение новых треугольников 
 
Данный алгоритм строит сразу все необходимые треугольники в 

отличие от обычного итеративного алгоритма, где при вставке одного узла 
возможны многократные перестроения одного и того же треугольника. 
Однако здесь на первый план выходит процедура выделения контура уда-
ленного многоугольника, от эффективности работы которого зависит об-
щая скорость алгоритма. В целом в зависимости от используемой структу-
ры данных этот алгоритм может тратить времени меньше, чем алгоритм с 
перестроениями, и наоборот. 

Оценка трудоемкости данного алгоритма полностью совпадает с оце-
нками для простого итеративного алгоритма. 

2.2. Алгоритмы с индексированием поиска 
треугольников 

В алгоритмах с индексированием поиска все ранее построенные тре-
угольники заносятся в некоторую структуру, с помощью которой можно 
достаточно быстро находить треугольники, содержащие заданные точки 
плоскости. 

2.2.1. Итеративный алгоритм с индексированием треугольников 

В алгоритме триангуляции с индексированием треугольников для 
всех построенных треугольников вычисляется минимальный объемлющий 
прямоугольник со сторонами, параллельными осям координат, и заносится 
в R-дерево [28]. При удалении старых треугольников необходимо их уда-
лять из R-дерева, а при построении новых – заносить. 
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Для поиска треугольника, в который попадает текущая вставляемая в 
триангуляцию точка, необходимо выполнить стандартный точечный за-
прос к R-дереву и получить список треугольников, чьи объемлющие пря-
моугольники находятся в данной точке. Затем надо выбрать из них тот тре-
угольник, внутрь которого попадает точка. 

Отметим, что структура R-дерева не позволяет найти объект, бли-
жайший к заданной точке. Именно поэтому данный алгоритм триангуля-
ции с использованием R-дерева следует применять только с суперструкту-
рой, чтобы исключить попадание очередной точки вне триангуляции. 

Трудоемкость поиска треугольника в R-дереве в худшем случае со-
ставляет ( )O N , а в среднем – (log )O N . При этом может быть найдено от 1 
до N треугольников, которые надо затем все проверить. Кроме того, появ-
ляются дополнительные затраты времени на поддержание структуры дере-
ва – (log )O N при каждом построении и удалении треугольников. Отсюда 
получаем, что трудоемкость алгоритма триангуляции с индексированием  
треугольников  в худшем случае составляет 2( )O N , а в среднем –

( log )O N N . 

2.2.2. Итеративный алгоритм с индексированием центров 
треугольников k-D-деревом 

В алгоритме триангуляции с индексированием центров треугольни-
ков k-D-деревом в k-D-дерево (при 2k = ) [12] помещаются только центры 
треугольников. При удалении старых треугольников необходимо удалять 
их центры из k-D-дерева, а при построении новых – заносить. 

Для выполнения поиска треугольника, в который попадает текущая 
вставляемая в триангуляцию точка, необходимо выполнить нестандартный 
точечный запрос к k-D-дереву. Поиск в дереве необходимо начинать с 
корня и спускаться вниз до листьев. В случае если потомки текущего узла 
k-D-дерева (охватывающий потомки прямоугольник) не покрывают теку-
щую точку, то необходимо выбрать для дальнейшего спуска по дереву по-
томка, ближайшего к точке поиска. 

В результате будет найден некоторый треугольник, центр которого 
будет близок к заданной точке. Если в найденный треугольник не попадает 
заданная точка, то далее необходимо использовать обычный алгоритм по-
иска треугольника из простого итеративного алгоритма построения триан-
гуляции Делоне. 

Трудоемкость поиска точки в k-D-дереве в худшем случае составляет 
( )O N , а среднем – (log )O N  [12]. Далее может быть задействована проце-

дура перехода по треугольникам, которая может иметь трудоемкость в 
худшем случае ( )O N . Также здесь имеются дополнительные затраты вре-
мени на поддержание структуры дерева – (log )O N  при каждом построе-
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нии и удалении треугольников. Отсюда получаем, что трудоемкость алго-
ритма триангуляции с индексированием центров треугольников в худшем 
случае составляет 2( )O N , а в среднем – ( log )O N N . 

2.2.3. Итеративный алгоритм с индексированием центров 
треугольников квадродеревом 

В алгоритме триангуляции с индексированием центров треугольни-
ков квадродеревом в дерево [11,28] также помещаются только центры тре-
угольников. В целом работа алгоритма и его трудоемкость совпадают с та-
ковыми для предыдущего алгоритма триангуляции. Однако, в отличие от 
алгоритма с k-D-деревом, квадродерево более просто в реализации и по-
зволяет более точно находить ближайший треугольник. В то же время на 
неравномерных распределениях квадродерево уступает k-D-дереву. 

2.3. Алгоритмы с кэшированием  
поиска треугольников 

Алгоритмы триангуляции с кэшированием поиска несколько похожи 
на алгоритмы триангуляции с индексированием центров треугольников. 
При этом строится кэш – специальная структура, позволяющая за время 

(1)O  находить некоторый треугольник, близкий к искомому. В отличие от 
алгоритмов триангуляции с индексированием, изменённые треугольники 
из кэша не удаляются (предполагается, что каждый удаленный треуголь-
ник как запись в памяти компьютера превращается в новый треугольник, и 
поэтому допустимость ссылок на треугольники не нарушается при работе 
алгоритма), один и тот же треугольник может многократно находиться в 
кэше, а некоторые треугольники вообще там отсутствовать [15]. 

 

T
T�

S

 
Рис. 20. Локализация точек в кэше (S – найденный квадрат,  

T�  – связанный с квадратом треугольник, T – конечный треугольник) 
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Основная идея кэширования заключается в построении некоторого 
более простого, чем триангуляция, планарного разбиения плоскости, в ко-
тором можно быстро выполнять локализацию точек. Для каждого элемента 
простого разбиения делается ссылка на треугольник триангуляции. Проце-
дура поиска сводится к локализации элемента простого разбиения, перехо-
да по ссылке к треугольнику и последующей локализации искомого тре-
угольника алгоритмом из простого итеративного алгоритма триангуляции 
Делоне. В качестве такого разбиения проще всего использовать регуляр-
ную сеть квадратов (рис. 20). Например, если данное планарное разбиение 
полностью покрывается квадратом [ ] [ ]0; 1 0; 1× , то его можно разбить на 

2m  равных квадратов. Занумеруем их всех естественным образом двумя 
параметрами , 0, 1i j m= − . Тогда по данной точке ( , )x y  мы мгновенно мо-
жем найти квадрат ,x m y m       , где ...    – операция взятия целой части 
числа. 

Кэш в виде регулярной сети квадратов наиболее хорошо работает 
для равномерного распределения исходных точек и распределений, не 
имеющих высоких пиков в функции плотности. В случае же, если заранее 
известен характер распределения, можно выбрать какое-то иное разбиение 
плоскости, например в виде неравномерно отстоящих вертикальных и го-
ризонтальных прямых. 

2.3.1. Итеративный алгоритм со статическим 
кэшированием поиска 

В алгоритме триангуляции со статическим кэшированием поиска 
необходимо выбрать число m  и завести кэш в виде 2-мерного массива r 
размером m m×  ссылок на треугольники [15]. Первоначально этот массив 
надо заполнить ссылками на самый первый построенный треугольник. За-
тем после выполнения очередного поиска, который был начат с квадрата 
( , )i j  и в котором был найден некоторый треугольник T, необходимо обно-
вить информацию в кэше: , :i jr = ссылка_на_T . Размер статического кэша 
следует выбирать по формуле 3 8m s N= ⋅ , где s – коэффициент статическо-
го кэша. На практике значение s следует брать 0,6 0,9≈ −  (рис. 21). 

Первое время, пока кэш не обновится полностью, поиск может идти 
довольно долго, но потом скорость повышается. Этого недостатка лишён 
следующий алгоритм. 

2.3.2. Итеративный алгоритм с динамическим 
кэшированием поиска 

В алгоритме триангуляции с динамическим кэшированием поиска 
необходимо завести кэш минимального размера, например 2 2× . По мере 
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роста числа добавленных в триангуляцию точек необходимо последова-
тельно увеличивать его размер в 4 раза (в 2 раза по обеим осям координат), 
переписывая при этом информацию из старого кэша в новый. При этом для 
увеличения кэша надо выполнить следующие пересылки (h – старый кэш, 
h′ – новый): 2 ,2 2 ,2 1 2 1,2 2 1,2 1 ,, 0, 1: , , , :i j i j i j i j i ji j m h h h h h+ + + +′ ′ ′ ′∀ = − = . Данный алго-
ритм кэширования позволяет одинаково эффективно работать на малень-
ком и большом количестве точек, заранее не зная их числа. 

Увеличение размера динамического кэша в 2 раза следует 
производить каждый раз при достижении числа точек в триангуляции 

2n r m= ⋅ , где r  – коэффициент роста динамического кэша, а m – текущий 
размер кэша. На практике значение коэффициента роста динамического 
кэша следует выбрать 3 8≈ −  (рис. 22). 
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Рис. 21. Зависимость времени построения триангуляции Делоне 

алгоритмом статического кэширования t. от значения s 
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Рис. 22. Зависимость времени построения триангуляции Делоне 
алгоритмом динамического кэширования t от значения r 
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Для большинства случайных распределений исходных точек данный 
алгоритм работает значительно быстрее всех остальных алгоритмов [15]. 
Однако на некоторых реальных данных, в которых последовательные ис-
ходные точки находятся вблизи друг друга (например, точки изолиний 
карт рельефа), алгоритм динамического кэширования может тратить 
большее время, чем другие алгоритмы. Для учета такой ситуации в алго-
ритм следует добавить дополнительную проверку. Если очередная добав-
ляемая точка находится от предыдущей точки на расстоянии большем, чем 
некоторое ∆ (порядка текущего размера клетки кэша), то поиск необходи-
мо начать с треугольника из кэша, иначе нужно начать с последнего по-
строенного треугольника. В такой модификации алгоритм динамического 
кэширования становится непревзойденным по скорости работы на боль-
шинстве реальных данных. 

2.3.3. Трудоемкости алгоритмов с кэшированием поиска 

Для установления трудоемкости алгоритмов с кэшированием нам 
понадобится следующая теорема, представленная в [31,34]: 

Теорема 4. Пусть дана триангуляция Делоне на множестве точек, 
равномерно распределённых в квадрате. Пусть даны два треугольника из 
этой триангуляции. Тогда для перехода из одного треугольника в другой 
вдоль прямой, соединяющей некоторые точки этих треугольников, в сред-
нем требуется ( )N c Nθ =  операций, где constc = .  

В следующей теореме устанавливается трудоёмкость алгоритма ста-
тического кэширования [15]. 

Теорема 5 (трудоёмкость алгоритма статического кэширования). 
Пусть даны N точек, на которых требуется построить триангуляцию Дело-
не и которые распределены в единичном квадрате равномерно и независи-
мо. Пусть размер кэша равен mm × , где 3 8~m N . Тогда трудоёмкость ал-
горитма со статическим кэшированием в среднем составляет 9 8( )O N . 

Доказательство. При использовании кэша, имеющего 2m  ячеек и 
первоначально пустом, в среднем первые 2m  операций приводят в сумме к 

2

1

m

i
c i

=
⋅∑  переходам (на основании теоремы 4). Будем считать, что после-

дующие операции добавления точек в триангуляцию будут приводить к 
попаданию в ячейку кэша, в которую уже приходилось попадать, а потому 
будем считать, что локализацию точки надо проводить только в пределах 
данной ячейки, а не всего единичного квадрата. Если принять, что в сред-
нем в ячейке на i-м шаге находится 2mi точек, то это даёт ещё 

2 1

N

i m
c i m

= +
⋅∑  переходов. Итого, общая трудоёмкость операций поиска 

равна 
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Приравняв производную )(mR  к нулю и приняв некоторые упроще-
ния, получим оценку оптимального значения для размера кэша и оценку 
трудоёмкости: 

3 2
2 4 3 3 2

2

2( ) 3 2 0 3 2 .
3

NR m c m m m m N
m

 ′ = ⋅ − − = ⇒ − = 
 

 

Так как при ∞→m  член 32m  становится пренебрежимо малым по 
сравнению с 43m , то 

4 3 2 * 3 8 * 9 83 ~ ; ( )~m N m N R m N≈ ⇒ ,  

что и требовалось доказать. 
Теорема 6 (трудоёмкость алгоритма динамического кэширования). 

Пусть дано N точек, на которых надо построить триангуляцию Делоне и 
которые распределены в единичном квадрате равномерно и независимо. 
Пусть размер кэша увеличивается в 2 раза каждый раз при достижении 
числа точек в триангуляции 2n r m= ⋅ , где r – коэффициент роста динами-
ческого кэша, а m – текущий размер кэша. Тогда трудоёмкость алгоритма 
статического кэширования в среднем составляет )(NO . 

Доказательство. Рассмотрим цикл добавления точек при постоян-
ном размере кэша pm 2= . Пусть при последнем увеличении кэша про-
изошло копирование старых ячеек в 4 новых. Тем самым при использова-
нии нового кэша вначале будет возможна локализация точек в среднем в 
пределах групп по 4 ячейки. Тогда первые 2m  операций вставки точек бу-
дут приводить в среднем к попаданию в ячейки, в которые мы ещё не по-
падали в данном цикле. А поэтому надо будет проводить локализацию в 
пределах 4 ячеек, т.е. придётся выполнять порядка 2c i m c i m⋅ = ⋅  пе-
реходов при поиске, где i – номер текущей добавляемой точки, а c – неко-
торая константа. 

Так как увеличение кэша в 2 раза производится при достижении чис-
ла точек в триангуляции, равного 2r m⋅ , то тогда 2N r M≤ ⋅ , где M – мак-
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симальный размер кэша. Пусть PM 2= . Тогда можно записать суммарное 
количество операций переходов при поиске: 

2 1 2( 1)

2 2 1

1 2 2 1 2

1
1 2 2 2

( , ) ( , ) 2 .
2 2

p p p

p p p

P r r

p p
p i r i r
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+ +
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− ⋅ + − ⋅

= = ⋅ = ⋅ +

 
≤ = ⋅ + ⋅ 

 
∑ ∑ ∑

 
Поступив так же, как и в предыдущем случае – заменив суммы инте-

гралами, найдём оценку числа переходов ),( rNR : 
2 1 2( 1)

2 2 1

2 2 2

1 2
2 2 2

( , ) ( , ) 2
2 2

p p p

p p p

P r r

p p
p r r

x xR N r R N r с dx с dx dp
+ +

+

⋅ + ⋅

⋅ ⋅ +

 
≤ = ⋅ + ⋅ =  

 
∫ ∫ ∫  

2 1 2( 1)

2 2 1

2 2 2
3 2 3 2

12 2 2

4 2
3 2 3 2

p p p

p p p

p Px r x r

p p px r x r

c cx x
+ +

+

== ⋅ + = ⋅

== ⋅ = ⋅ +

 
= + = ⋅ ⋅ 

 

( )2 1 3 2 2 3 2 2( 1) 3 2

1

2 ( 2 2 ) 2( 2 ) ( 2 )
3 2

p P
p p p p

p p

c r r r
=

+ +

=

 = ⋅ + − ⋅ + ⋅ ≤ ⋅ 
 

3 2 2 4
2( 1) 3 2

1 1

2 2( 2 )
3 2 3

pp P p P
p

p p p

c crr
+= =

+

= =

 ⋅ ≤ ⋅ = =  ⋅   
 

( )( ) ( )
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3 3 3

Pcr cr cM R N r r N⋅ ⋅ ⋅
= − = − ≈ =  

Таким образом, количество переходов в среднем случае линейно за-
висит от N: )())(( NONRO = . 

Кроме операций поиска в алгоритме динамического кэширования 
производятся локальные перестроения (их количество порядка N⋅3  [15]), 
а также операции увеличения кэша. Трудоёмкость увеличения кэша полу-
чается порядка ( ) 1

1
2 (2 1) ( )P p P

p
O O O N+

=
= − =∑ . 

Итого, общая трудоёмкость алгоритма динамического кэширования 
в среднем на равномерном распределении в квадрате равна )(NO , что и 
требовалось доказать. 

Таким образом, трудоемкости алгоритмов триангуляции с кэширова-
нием, как и всех итеративных алгоритмов, составляют в худшем случае 

2( )O N , а в среднем на равномерном распределении для статического кэ-
ширования – 9 8( )O N  и для динамического кэширования – ( )O N . 
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2.4. Итеративные алгоритмы триангуляции с 
изменённым порядком добавления точек 

В [31] предлагается изменить порядок добавления точек так, чтобы 
каждая следующая точка была максимально близка к предыдущей добав-
ленной точке. Тогда, запоминая треугольник, найденный на предыдущей 
итерации, можно использовать его в качестве отправной точки для текуще-
го поиска, применяя алгоритм поиска из простого итеративного алгоритма. 
Удачно перестраивая порядок добавления точек, можно достичь очень не-
плохих результатов. Однако при этом на первый план может выйти трудо-
ёмкость этой самой предобработки. 

2.4.1. Итеративный полосовой алгоритм 

В итеративном полосовом алгоритме триангуляции нужно разбить 
все точки на полосы по одной координате, а затем отсортировать все точки 
внутри полос по другой координате [15]. В этом случае, подобрав соответ-
ствующее количество полос, можно существенно уменьшить расстояние 
между последовательно добавляемыми точками (рис. 23). 

В [5] теоретически определено оптимальное количество полос 
3m bN a =    для разбиения точек на полосы при равномерном независи-

мом распределении точек в прямоугольнике размером b a× , исходя из ус-
ловия минимизации суммарного общего расстояния между последователь-
ными точками разбиения. В данной оценке, к сожалению, не учтено время, 
затрачиваемое на предобработку – разбиение на полосы. Поэтому на прак-
тике число полос лучше выбирать всё же в несколько раз меньше, чем 
приведенная оценка, по формуле m sbN a =   , где s – константа разбие-
ния на полосы итеративного полосового алгоритма. При этом значение s 
следует выбирать 0,15 0,19≈ −  (рис. 24). 

 

 
 

Рис. 23. Порядок выбора точек в итеративном полосовом алгоритме 



38 А.В. Скворцов 

3,20

3,30

3,40

3,50

3,60

3,70

3,80

0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11 0,13 0,15 0,17 0,19 0,30 0,50 0,70 0,90

Время t , c

s

 
 

Рис. 24. Зависимость времени построения триангуляции Делоне 
итеративным полосовым алгоритмом t от значения s 

 
Трудоемкость данного алгоритма составляет в худшем случае 

2( )O N , а в среднем при использовании алгоритма сортировки с линейной 
сложностью (например, цифровой сортировки) – ( )O N . 

2.4.2. Итеративный квадратный алгоритм 

В итеративном квадратном алгоритме триангуляции [15,34] необ-
ходимо разбить плоскость с точками на ( )Nθ  квадратов, а добавление 
точек производить последовательными группами, соответствующими 
смежным квадратам (рис. 25).  

 

 
 

Рис. 25. Порядок выбора точек в итеративном квадратном алгоритме 
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Рис. 26. Зависимость времени построения триангуляции Делоне 
итеративным квадратным алгоритмом t от значения s 

 

В [34] разбиение производится на N  квадратов, и трудоемкость та-
кого алгоритма составляет в худшем случае 2( )O N , а в среднем – 3 2( )O N . 

В [15] разбиение производится на m m×  квадратов, где m sN =   . 
Значение s следует выбирать 0,004 0,006≈ −  (рис. 26). При этом трудоем-
кость такого алгоритма составляет в худшем случае 2( )O N , а в среднем – 

( )O N . На практике данный алгоритм работает немного быстрее, чем пре-
дыдущий (примерно на 10–20%) [15]. 

2.4.3. Итеративный алгоритм с послойным сгущением 

В итеративном алгоритме триангуляции с послойным сгущением 
[17] необходимо разбить плоскость с точками на (2 1) (2 1)u vn = + × +  эле-
ментарных ячеек-квадратов одинакового размера. Каждый квадрат нуме-
руется от 0 до 2u  по горизонтали и от 0 до 2v  по вертикали. Далее вводит-
ся понятие слоя. Считается, что точка принадлежит слою i, если оба номе-
ра её квадрата кратны 2i  (тогда все исходные точки образуют слой 0, слой 

1i +  будет подмножеством слоя i, а максимальный номер слоя 
min( , )k u v= ). По значениям пар номеров все точки слоя i делятся на 4 

подмножества: 

1) угловые точки (оба их номера кратны 12i+ ) – это слой 1i + ; 

2) внутренние точки (оба их номера не кратны 12i+ ); 
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3) X-граничные точки (только номер по координате X кратен 12i+ ); 

4) Y-граничные точки (только номер по координате Y кратен 12i+ ). 
Добавление точек в триангуляцию надо производить послойно, от 

слоя с максимальным номером до нулевого. Внутри слоя нужно вначале 
внести все точки 2-го типа, затем 3-го и в конце 4-го. 

На рис. 27 приведен пример разбиения плоскости на квадраты при 
3u = , 2v =  и 9 5n = ⋅  по этапам: 
а) все точки слоя 1; 
б) внутренние точки слоя 0; 
в) X-граничные точки слоя 0; 
г) Y-граничные точки слоя 0. 
На рис. 27 числа (от 1 и больше) определяют порядок выбора квадра-

тов (и соответственно, точек внутри них) на каждом этапе; ранее обрабо-
танные квадраты затемнены. 

Для произвольных наборов точек такой алгоритм, как и все другие 
итеративные, имеет трудоемкость 2( )O N . Если исходные точки распреде-
лены равномерно, то трудоемкость алгоритма в среднем будет ( )O N . Кро-
ме того, в [17] показывается, что если исходные точки удовлетворяют не-
которым фиксированным (не вероятностным) ограничениям, то трудоем-
кость алгоритма будет и в худшем случае ( )O N . 
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Рис. 27. Порядок выбора точек в итеративном  
алгоритме с послойным сгущением 
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Недостатком предыдущих двух алгоритмов (полосового и квадрат-
ного) является то, что при вставке каждой новой точки происходит частое 
построение длинных узких треугольников, которые в дальнейшем пере-
страиваются. В алгоритме со сгущением точек, как правило, удается изба-
виться от таких ситуаций, равномерно последовательно вставляя в триан-
гуляцию узлы. За счет этого данный алгоритм строит меньше узких тре-
угольников и поэтому быстрее выполняется на реальных данных, чем мно-
гие другие алгоритмы. 

2.4.4. Итеративный алгоритм с сортировкой вдоль кривой, 
заполняющей плоскость 

Идея итеративных алгоритмов с сортировкой вдоль кривой, запол-
няющей плоскость, заключается в «разворачивании» плоскости в одну 
прямую, при этом близкие точки на этой прямой будут также близки и на 
исходной плоскости. В теории фракталов известно значительное количест-
во кривых, заполняющих плоскость. Одними из наиболее известных и 
удобных для применения в задаче построения триангуляции являются кри-
вые Пеано и Гильберта [10]. 

При построении кривой Пеано используется представление точек в 
системе счисления по основанию 9. На первом шаге область определения 
исходных точек триангуляции делится на 9 равных квадратов. Эти квадра-
ты нумеруются числами от 0 до 8 и образуется кривая первой итерации 
(рис. 28,а). Далее каждый из квадратов делится еще на 9 частей, и к номе-
ру, полученному на первой итерации, в конце добавляется новая цифра 
(рис. 28,б). 
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Рис. 28. Построение кривой Пеано: а – первая итерация;  
б – вторая итерация в центральном квадрате 
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Для построения триангуляции необходимо для каждой исходной 
точки вычислить код Пеано, отсортировать точки по этому коду и в этом 
порядке вносить их в триангуляцию. 

Аналогично кривой Пеано можно использовать кривую Гильберта. 
При этом деление области размещения исходных точек выполняется на 4 
части в соответствии с рис. 29. 

 

(а) (б) (в)
 

 

Рис. 29. Построение кривой Гильберта: 
а – первая итерация; б – вторая; в – третья 

 
Трудоемкость итеративных алгоритмов с сортировкой вдоль кривых 

Пеано и Гильберта составляет в худшем случае 2( )O N , а в среднем –
( )O N . На практике данные алгоритмы работают примерно с той же скоро-

стью, что и итеративный полосовой алгоритм. 

2.4.5. Итеративный алгоритм с сортировкой по Z-коду  

В итеративном алгоритме с сортировкой по Z-коду для каждой 
точки плоскости ( , )x y  строится специальный Z-код. Затем выполняется 
сортировка всех точек по этому коду, после чего точки вставляются в три-
ангуляцию в этом порядке. 

Для построения Z-кода нужно разбить прямоугольную область раз-
мещения исходных точек на 4 равных прямоугольника и занумеровать их 
двоичными числами от 0 до 211  в соответствии с рис. 30,а. Далее каждый 
из полученных прямоугольников надо опять разбить на 4 части, опять за-
нумеровать их двоичными числами от 0 до 211  и добавить к концу кода, 
полученному ранее (рис. 30,б). При необходимости так можно рекурсивно 
продолжить достаточно далеко. 
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Однако на практике столь сложные манипуляции проделывать не 
стоит. В действительности Z-код можно получить очень просто. Для этого 
надо вначале перейти от исходных координат ( , )x y  к целочисленным ко-
ординатам ( , )X Y , изменяющимся в диапазоне (0; 2 1)k − , где k – некото-
рое целое число. После этого следует просто взять по очереди все биты ко-
ординат X и Y с первого по последний и сформировать новую битовую по-
следовательность (рис. 30,в). 
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Рис. 30. Итеративный алгоритм с сортировкой по Z-коду: 
а, б – порядок вставки точек в триангуляцию;  

в – побитовое получение Z-кода 
 
В отличие от кодов Пеано и Гильберта, в Z-коде близкие значения 

кода не всегда соответствуют близкому расположению на плоскости, по-
этому поиск треугольников иногда выполняется дольше, чем в предыду-
щем алгоритме. Но при этом сама процедура вычисления кода работает 
значительно быстрее. 

Трудоемкость данного алгоритма составляет в худшем случае 
2( )O N , а в среднем – ( )O N . На практике данный алгоритм показывает 

практически ту же самую скорость работы, что и алгоритмы с сортировкой 
вдоль кривой, заполняющей плоскость. 
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Концептуально все алгоритмы слияния предполагают разбиение ис-
ходного множества точек на несколько подмножеств, построение триангу-
ляций на этих подмножествах, а затем объединение (слияние) нескольких 
триангуляций в одно целое. 

3.1. Алгоритм слияния «Разделяй и властвуй» 
В алгоритме триангуляции «Разделяй и властвуй» [27,34] множество 

точек разбивается на две как можно более равные части с помощью гори-
зонтальных и вертикальных линий (рис. 31). Алгоритм триангуляции ре-
курсивно применяется к подчастям, а затем производится слияние (объеди-
нение, склеивание) полученных подтриангуляций. Рекурсия прекращается 
при разбиении всего множества на достаточно маленькие части, которые 
можно легко протриангулировать каким-нибудь другим простым спосо-
бом. На практике удобно разбивать всё множество на части по 3 и по 4 
точки. 

Если допустить, что число точек в триангуляции всегда будет 5> , то 
всё множество точек можно разбить на элементарные части по 3 и по 4 
точки. Действительно, 5N∀ > : 

3 ;
3 1 3( 1) 4; 2, 5.
3 2 3( 2) 4 2;

N k
N k k k N
N k k

= 
= + = − + ≥ >
= + = − + ⋅ 

 

 

 
Рис. 31. Разбиение множества исходных точек в алгоритме  

триангуляции «Разделяй и властвуй» 
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Рекурсивный алгоритм триангуляции «Разделяй и властвуй». 
Шаг 1. Если число точек 3N = , то построить триангуляцию из 1 тре-

угольника. 
Шаг 2. Иначе, если число точек 4N = , построить триангуляцию из 2 

или 3 треугольников. 
Шаг 3. Иначе, если число точек 8N = , разбить множества точек на 

две части по 4 точки, рекурсивно применить алгоритм, а затем склеить 
триангуляции. 

Шаг 4. Иначе, если число точек 12N < , разбить множества точек на 
две части по 3 и 3N −  точки, рекурсивно применить алгоритм, а затем 
склеить триангуляции. 

Шаг 5. Иначе (число точек 12N ≥ ) разбить множества точек на две 
части по / 2N    и / 2N    точки, рекурсивно применить алгоритм, а затем 
склеить триангуляции. Конец алгоритма. 

Элементарные множества из трех или из четырёх элементов (рис. 32) 
легко триангулируются (можно даже просто перебрать множество всех 
возможных вариантов).  

 
Рис. 32. Триангуляции множеств из 3 и 4 точек 

 
Трудоемкость алгоритма «Разделяй и властвуй» составляет 

( log )O N N  в среднем и худшем случаях. 

Основная и самая сложная часть алгоритма «Разделяй и властвуй» 
заключается в слиянии двух частичных триангуляций. Для этого может 
использоваться несколько эквивалентных процедур слияния (обратим 
внимание, что все создаваемые частичные триангуляции являются выпук-
лыми, и нижеследующие процедуры существенно используют этот факт): 

1. «Удаляй и строй». 
2. «Строй и перестраивай». 
3. «Строй, перестраивая». 

3.1.1. Слияние триангуляций «Удаляй и строй» 

Процедура слияния триангуляций «Удаляй и строй» была предложе-
на в [27,34] как часть соответствующего алгоритма триангуляции «Разде-
ляй и властвуй». 
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Вначале для двух триангуляций находятся две общие касательные 
0 1P P  и 2 3P P , первая из которых становится текущей базовой линией (рис. 

33,а). Затем от базовой линии начинается заполнение треугольниками 
промежутка  между триангуляциями. Для этого необходимо найти бли-
жайший к базовой линии узел любой из двух частичных триангуляций – 
так называемого соседа Делоне для базовой линии. Поиск этого соседа 
можно представить как рост «пузыря» от базовой линии, пока не встретит-
ся какой-нибудь узел. «Пузырь» – это окружность, проходящая через точ-
ки 0P  и 1P , и центр которой находится на срединном перпендикуляре к ба-
зовой линии. Например, на рис. 33,б первым таким найденным узлом ста-
новится точка A . На найденном узле и базовой линии строится новый тре-
угольник (в нашем случае 0 1P P A∆ ). Однако при этом иногда возникает не-
обходимость предварительно удалить некоторые ранее построенные тре-
угольники, которые перекрываются новым треугольником. Так, на рис. 
33,б должен быть удален 0P BA∆ . После этого открытая сторона нового тре-
угольника становится новой базовой линией (на рис. 33,в – 1AP ), и цикл 
продолжается, пока не будет достигнута вторая касательная. 

  

0P 1P

2P 3P

0P 1P

2P 3P

A B

0P 1P

2P 3P

A

(а) (б) (в)
         

  Рис. 33. Слияние триангуляций: а – поиск касательных;  
б – поиск ближайшего соседа Делоне для базовой линии;  

в – построение треугольника 
 

Данная процедура слияния очень похожа на алгоритмы прямого по-
строения триангуляции, обсуждаемые ниже. Поэтому ей свойственны те 
же самые недостатки, а именно относительно большие затраты времени на 
поиск очередного соседа Делоне. В целом эта процедура имеет трудоем-
кость ( )O N  относительно общего количества точек в двух объединяемых 
триангуляциях [34]. 
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3.1.2. Слияние триангуляций «Строй и перестраивай» 

В процедуре слияния триангуляций «Строй и перестраивай» имеется 
два этапа работы [15]. Вначале строятся заполняющие зону слияния тре-
угольники между касательными (рис. 34,а). Для этого первая касательная 

0 1P P  делается текущей базовой линией 1 2Q Q . Относительно текущей базо-
вой линии рассматриваются две следующие точки 1N  и 2N  вдоль границ 
сливаемых триангуляций. Из двух треугольников 1 2 1Q Q N∆  и 1 2 2Q Q N∆  вы-
бирается тот, который, во-первых, можно построить (т.е. 

2 1 1 180Q Q N∠ < D для первого и 1 2 2 180Q Q N∠ < D  для второго треугольника), и, 
во-вторых, максимум минимального угла которого больше (так выбирается 
«более равносторонний» треугольник, который с меньшей вероятностью 
будет перестроен в будущем). После этого открытая сторона вновь постро-
енного треугольника становится новой базовой линией (рис. 34,б). Далее 
цикл построения треугольников продолжается, пока не будет достигнута 
вторая касательная. 

На втором этапе все вновь построенные треугольники проверяются 
на выполнение условия Делоне с другими треугольниками и при необхо-
димости выполняются перестроения треугольников (рис. 34,в). 
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Рис. 34. Слияние триангуляций: а – предварительное  

слияние; б – выбор очередного треугольника; в – финальная  
триангуляция после перестроений треугольников 

 
Процедура слияния «Строй и перестраивай» значительно проще в 

реализации предыдущей и обычно работает заметно быстрее на реальных 
данных. В целом она имеет трудоемкость в худшем случае ( )O N  относи-
тельно общего количества точек в двух сливаемых триангуляциях, а в 
среднем на большинстве распространенных распределений – ( )O N  или 

( )O M , где M – общее количество точек вдоль границ сливаемых триангу-
ляций [15]. 
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3.1.3. Слияние триангуляций «Строй, перестраивая» 

Процедура слияния триангуляций «Строй, перестраивая» отличает-
ся от предыдущей только тем, что перестроения выполняются не на втором 
этапе работы, а непосредственно после построения очередного треуголь-
ника [15] (рис. 35). В таком случае отпадает необходимость помнить спи-
сок всех построенных треугольников, несколько уменьшается общее 
количество проверок условия Делоне и количество выполненных 
перестроений. Однако при этом для некоторых структур данных 
(например, «Узлы и треугольник») необходимо прилагать дополнительные 
усилия для сохранения ссылки на текущую базовую линию, так как 
образующий её треугольник может быть перестроен. 

В целом эта процедура имеет такую же трудоемкость, что и преды-
дущая, и на практике работает немного медленнее её. 

 

(а) (б) (в)  
 
Рис. 35. Шаги слияния «Строй, перестраивая»: а – построение 

первого треугольника; б – немедленные перестроения;  
в – построение второго треугольника 

3.2. Рекурсивный алгоритм с разрезанием по диаметру 
Рекурсивный алгоритм триангуляции с разрезанием по диаметру 

похож на «Разделяй и властвуй», но отличается от него способом разделе-
ния множества исходных точек на две части и процедурой слияния двух 
частичных триангуляций. Используемая здесь процедура слияния описана 
в [40]. 

Для разделения множества точек на две части вначале строится вы-
пуклая оболочка всех исходных точек (эта операция выполняется за время 

( )O N  [12]). Далее по выпуклой оболочке вычисляется диаметр 1 2D D  (рис. 
36,а) [12]. Это выполняется в худшем случае за время ( log )O N N , а в 
среднем – за ( )O N . Затем необходимо найти такую пару точек 1P  и 2P , что 
отрезок 1 2PP  был «почти» перпендикулярен диаметру 1 2D D  и делил мно-
жество всех исходных точек примерно на две равные части. В качестве 
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первого приближения для 1P  и 2P  можно взять точки посередине участков 
выпуклой оболочки между 1D  и 2D  (рис. 36,а). 

После выбора 1P  и 2P  все множество исходных точек делится на две 
части, причем 1P  и 2P  попадают в оба множества. После этого данный ал-
горитм триангуляции применяется рекурсивно к обеим частям (рис. 36,б). 
Затем обе полученные триангуляции соединяются вдоль общего ребра  

1 2PP  (рис. 36,в) и выполняются необходимые перестроения пар соседних 
треугольников для выполнения условия Делоне (рис. 36,г). 
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  Рис. 36. Слияние триангуляций: а – поиск диаметра и точек  
разделения; б – раздельная триангуляция; в – соединение  

триангуляций по общему ребру; г – перестроения 
 

Данный алгоритм слияния по сравнению с «Разделяй и властвуй» 
сложнее в процедуре разделения точек на части, но проще в слиянии. 
Трудоемкость алгоритма с разрезанием по диаметру составляет в худшем и 
в среднем случаях ( log )O N N . В целом алгоритм работает немного 
медленнее, чем «Разделяй и властвуй». 

3.3. Полосовые алгоритмы слияния 
Логарифмическая составляющая в трудоемкости двух предыдущих 

алгоритмов порождена их рекурсивным характером. Избавившись от ре-
курсии, можно попытаться улучшить и трудоемкость триангуляции. В [15] 
предлагается разбить исходное множество точек на такие подмножества, 
чтобы построение по ним триангуляций занимало минимальное время, на-
пример за счёт применения специальных алгоритмов, оптимизированных 
для конкретных конфигураций точек. 

Основная идея полосовых алгоритмов слияния предполагает разбие-
ние всего исходного множества точек на некоторые полосы и применение 
быстрого алгоритма получения невыпуклой триангуляции полосы точек. 
Полученные частичные полосовые триангуляции объединяются, при этом 
необходимо: 1) либо достраивать триангуляции до выпуклых, а затем ис-
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пользовать обычный алгоритм слияния из алгоритма «Разделяй и власт-
вуй»; 2) либо применять более сложный алгоритм соединения невыпуклых 
триангуляций. 

Алгоритм полосового слияния. 
Шаг 1. Разбиение исходного множества точек на некоторые полосы. 
Шаг 2. Применение специального быстрого алгоритма получения 

невыпуклой триангуляции полосы точек. 
Шаг 3. Слияние полученных триангуляций. Конец алгоритма. 
Рассмотрим эти шаги подробнее. 
Шаг 1. Множество всех точек разбивается на несколько столбцов по 

принципу одинаковой ширины столбцов или одинакового количества то-
чек в столбцах (с помощью цифровой сортировки). Количество точек в ка-
ждом столбце должно получиться не менее трёх (этого требует алгоритм, 
применяемый на следующем шаге алгоритма). Если это не выполняется 
для какого-либо столбца, то его нужно присоединить к соседнему. Трудо-
ёмкость данного шага составляет O(N) в соответствии с трудоёмкостью 
применяемых алгоритмов разбиения. 

Шаг 2. Все точки внутри столбцов сортируются по вертикали (по 
координате Y), и затем каждый столбец триангулируется по отдельности. 
Для этого используется специальный алгоритм триангуляции (рис. 37,а). 
Вначале на трёх самых верхних точках в столбце строится первый 
треугольник, и он помечается как текущий. Затем последовательно 
перебираются все остальные точки в столбце, начиная с четвёртой, сверху 
вниз и добавляются к частичной триангуляции. Пусть ABC∆  является 
текущим, точка B имеет наименьшую из точек треугольника координату Y, 
а P – очередная добавляемая точка из столбца. На очередном шаге необ-
ходимо выбрать, какой треугольник создавать – ABP∆  или BCP∆  (рис. 
37,б). Иногда один из этих треугольников построить невозможно из-за пе-
ресечений рёбер триангуляции. Если же построить можно оба 
треугольника, естественно выбрать тот, у которого минимальный из углов 
больше, так как тогда с большей вероятностью в будущем не придётся его 
перестраивать из-за невыполнения условия Делоне. 

После построения очередного треугольника надо проверить условие 
Делоне для вновь образовавшихся пар соседних треугольников и при не-
обходимости перестроить их. Заметим, что при таком алгоритме построен-
ная триангуляция полосы точек будет невыпуклой. 

Трудоёмкость данного шага будет в среднем ( )O N  при условии вы-
бора оптимального количества полос. 
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Рис. 37. Триангуляция полосы точек 

3.3.1. Выбор числа полос в алгоритме полосового слияния 

Одним из важнейших параметров полосовых алгоритмов триангуля-
ции является количество полос, которое следует выбрать так, чтобы мини-
мизировать число последующих перестроений пар соседних треугольни-
ков. Для этого в [15] предлагается минимизировать среднюю суммарную 
длину рёбер всех полученных невыпуклых триангуляций. Сделаем сле-
дующие упрощающие предположения: 

1. Координаты точек распределены в прямоугольной области шири-
ной a и высотой b равномерно и независимо по X и Y. 

2. Расстояние между точками будем определять по Манхеттену: 

.}),{},,({ jijijjii yyxxyxyxp −+−=  
Тогда средняя суммарная длина рёбер равна сумме средних длин по 

X плюс сумма средних длин по Y. Пусть ширина прямоугольной области 
есть a, высота – b, число полос – m. Тогда среднее число точек в полосе 
равно mN / , где N – общее число точек в триангуляции. По координате X 
расстояние между двумя точками в полосе в среднем равно 1/3 от ширины 
полосы (среднее разности двух равномерно распределённых на интервале 
величин). Заметим, что в соответствии с приведённым алгоритмом быст-
рой триангуляции полосы точек получается не менее 32 −k  рёбер в каж-
дой полосе (вначале строится один треугольник – 3 ребра; затем остаётся 

3−k  точки, и при каждом добавлении точки строятся 2 ребра; итого 
2)3(3 ⋅−+ k  рёбер). Средняя ширина полосы равна ma / . Итого, по коор-

динате X во всех полосах сумма длин равна ( 3 )(2 3)a m k m− . 

Теперь найдём сумму длин рёбер по координате Y. Все построенные 
рёбра в невыпуклой триангуляции полосы должны принадлежать одной из 
трёх групп:  

1. Множество рёбер, образующих левую границу триангуляции. 
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2. Множество рёбер, образующих правую границу. 

3. Множество рёбер сшивания между границами.  

Если пренебречь необходимыми перестроениями треугольников в 
процессе работы, то получается, что первые две группы оказываются ло-
маными, протянувшимися «почти» с верха полосы до низа («почти» пото-
му, что с ростом N, а следовательно, и k, среднее расстояние от границы 
интервала до ближайшей из k равномерно распределённых величин на ин-
тервале, равное 1/( 1)k + , стремится к нулю). Средняя длина по координате 
Y в каждой из этих двух групп составит (2 )b k b− . Третья группа рёбер яв-
ляется ломаной со средней длиной (4 )b k b−  по координате Y  и ещё неко-
торыми дополнительными рёбрами. Пусть средняя общая длина по коор-
динате Y таких дополнительных рёбер равна qb . Тогда сумма по коорди-
нате Y во всех полосах получается равной ( (2 ) (2 )b k b b k b b− + − + −  

) ( )(4 ) 3 (8 )k b qb m q k bm− + ⋅ = + − ⋅ . Таким образом, приближённая сум-
марная длина рёбер в триангуляциях полос точек составляет =)(mL  

( )( 3)(2 3) 3 (8 )a k q k bm= − + + − ⋅ . Если пренебречь членом 8 k , стремя-
щимся к нулю при больших N, и учесть, что mNk /= , то, найдя произ-
водную L по m и приравняв её к нулю, получим приближённое оптималь-
ное значение для m: 

;)3(
3

2)3()32(
3

)()( bmqa
m

aNamqkamLmL ++−=++−=≈  

 2 *
2

2 2( ) (3 ) 0; 2 3(3 ) ;
3 3(3 )
aN aNL m q b aN q bm m
m q b

′ = − + + = ⇒ = + ⇒ =
+

.(3) 

Эта оценка позволяет минимизировать сумму длин рёбер полосовых 
триангуляций, т.е. строить треугольники, которые не будут с большой 
вероятностью перестраиваться в дальнейшем. Таким образом, выбор числа 
полос в данном алгоритме влияет на количество последующих перестрое-
ний и, следовательно, на время работы всего алгоритма. Так как оценка (3) 
включает неизвестную величину q, которую трудно оценить, то в [15] было 
проведено практическое исследование зависимости числа полос от количе-
ства исходных точек. Пусть 

*
( )m s a b N= ⋅ ⋅ , где s – коэффициент раз-

биения на полосы алгоритма полосового слияния, значение которого необ-
ходимо установить. На рис. 38 приведен фрагмент результатов моделиро-
вания, в котором отражена зависимость от значения s общего времени по-
строения триангуляции Делоне алгоритмом выпуклого полосового слияния 
на множестве из 10 000 точек, равномерно и независимо распределённых в 
квадрате ]1,0[]1,0[ × . Для невыпуклого слияния график выглядит почти 
также. На практике значение s следует взять 0,11 0,15≈ − . 
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Рис. 38. Зависимость времени построения триангуляции Делоне 
алгоритмом выпуклого полосового слияния t от значения s 

 

3.3.2. Алгоритм выпуклого полосового слияния 

Пошаговая схема работы алгоритма выпуклого полосового слияния 
схематично изображена на рис. 39,а–г. Основная его идея заключается в 
построении выпуклых полосовых триангуляций и последующем примене-
нии любого алгоритма слияния, используемого в алгоритме «Разделяй и 
властвуй». Первые два шага данного алгоритма приведены в разд. 3.3, а 
здесь мы рассмотрим последний – третий шаг. 

 

(а) (б) (в) (г)

iP
1iP−

1iP+

(д)  
   

Рис. 39. Алгоритм выпуклого полосового слияния:  
а–г – шаги работы алгоритма; д – достраивание выпуклости 

 
Шаг 3а. Выполняется обход всех граничных узлов iP  частичных 

триангуляций. Анализируются соседние к iP  вдоль границы узлы  1iP−  и 

1iP+ . Если 1 1 180i i iP PP− +∠ < D , то в точке iP  нарушается условие выпуклости 
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триангуляции и необходимо построить 1 1i i iP PP− +∆ , а дальнейший анализ гра-
ничных узлов надо продолжить с предыдущего узла  1iP−  (рис. 39д). 

Шаг 3б. Далее необходимо последовательно склеить все столбцы 
друг с другом, используя алгоритм слияния из алгоритма триангуляции 
«Разделяй и властвуй». 

В целом трудоемкость алгоритма выпуклого полосового слияния со-
ставляет в среднем ( )O N . Однако данный алгоритм делает много лишней 
работы, так как при построении выпуклой оболочки узкой полосы обычно 
получаются длинные узкие треугольники, которые почти всегда приходит-
ся перестраивать при слиянии. Этот недостаток исправляется в следущем 
алгоритме невыпуклого слияния. 

3.3.3. Алгоритм невыпуклого полосового слияния 

Пошаговая схема работы алгоритма невыпуклого полосового слияния 
схематично изображена на рис. 40,а–в. Первые два шага этого алгоритма 
приведены в разд. 3.3, а здесь мы рассмотрим шаг 3. 

 

1P 2P

1N
2N

1P 2P

1N
2N

1С 2C1D 2D

(а) (б) (в) (г) (д)  
 

Рис. 40. Алгоритм невыпуклого полосового слияния: 
а–в – шаги работы алгоритма; г – слияние полос;  

д – локальное достраивание выпуклости 
 
Шаг 3. На вход алгоритма невыпуклого слияния подаются невыпук-

лые полосовые триангуляции, а в ходе работы алгоритма перед очередным 
построением соединяющего ребра и, соответственно, треугольника произ-
водится достраивание выпуклости на некотором расстоянии от соединяю-
щего ребра. Рассмотрим это подробнее. Пусть на очередном шаге слияния 
построен отрезок 1 2PP  ( 1P – на левой триангуляции, 2P – на правой). Пусть 

1 2,N N  – соседние точки по границам триангуляции (следующие ниже 
1 2,P P ). В алгоритме выпуклого слияния на очередном шаге достаточно бы-
ло выбрать, какой треугольник строить – 1 2 1PP N∆  или 1 2 2PP N∆  (рис. 40,г). В 
алгоритме невыпуклого слияния необходимо проанализировать выпук-
лость границы и определить первую точку 1D  ( 2D ), начиная с 1P  ( 2P ), где 
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нарушается выпуклость, и запомнить следующую за ней точку 1С  ( 2C ). То-
гда перед анализом, какой треугольник слияния строить, проводится сле-
дующая проверка. Если 1С  ( 2C ) выше 2N  ( 1N ), то достраивается выпуклая 
оболочка на границе от 1С  до 1P  (от 2C  до 2P ) и ищутся следующие точки 
D  и С , если они существуют (рис. 40,д). 

Невыпуклое слияние, по сути, является вариантом задачи триангуля-
ции монотонного относительно вертикали многоугольника. Решение по-
следней задачи приведено в [12]. 

При таком подходе удаётся заметно уменьшить число перестроений 
и, следовательно, время работы алгоритма. В [15] показано, что алгоритм 
невыпуклого слияния работает примерно на 10–15% быстрее, чем алго-
ритм выпуклого слияния (на рис. 41 показана зависимость времени работы 
алгоритмов полосового слияния от количества исходных точек). 
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Рис. 41. Сравнение полосовых алгоритмов триангуляции  
 

 



Глава 4. Алгоритмы прямого построения 
триангуляции Делоне 

Во всех рассмотренных выше алгоритмах на разных этапах построе-
ния триангуляции могут быть получены треугольники, которые в даль-
нейшем будут перестроены в связи с невыполнением условия Делоне. 

Основная идея алгоритмов прямого построения заключается в том, 
чтобы строить только такие треугольники, которые удовлетворяют усло-
вию Делоне в конечной триангуляции, а поэтому не должны перестраи-
ваться [40]. 

4.1. Пошаговый алгоритм 
Пошаговый алгоритм [40], известный также как алгоритм прямого 

перебора и метод активных рёбер, концептуально похож на алгоритм 
слияния триангуляций «Удаляй и строй», описанный выше. 

В алгоритме вначале выбирается некоторая базовая линия AB , начи-
ная от которой будут строиться все последующие треугольники  (рис. 42). 
Базовая линия берется как один из отрезков многоугольника выпуклой 
оболочки всех исходных точек триангуляции. 

 

A

Bα α1 2

1P 2P

 
 

Рис. 42. Выбор очередной точки для включения  
в триангуляцию в пошаговом алгоритме 

 

Далее для базовой линии необходимо найти соседа Делоне – узел, 
который вместе с концами данной базовой линии в триангуляции Делоне 
является вершинами одного треугольника. Процесс поиска можно пред-
ставить как рост «пузыря» от базовой линии, пока не встретится какой-
нибудь узел. «Пузырь» – это окружность, проходящая через точки A и B, и 
центр которой находится на срединном перпендикуляре к базовой линии. 

В пошаговом алгоритме для поиска соседа Делоне нужно выбрать 
среди всех точек iP  триангуляции такую, что iAPB∠  будет максимальным 
(например, на рис. 42 будет выбрана точка 2P ). Найденный сосед Делоне 
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соединяется отрезками с концами базовой линии и образует треугольник 
iAPB∆ . Новые рёбра iAP  и iBP  построенного треугольника помечаются как 

новые базовые линии, и процесс поиска треугольников продолжается. 

Трудоемкость пошагового алгоритма составляет 2( )O N  в среднем и 
в худшем случае. Из-за столь большой трудоемкости на практике такой ал-
горитм почти не применяется. 

4.2. Пошаговые алгоритмы с ускорением 
поиска соседей Делоне 

Квадратичная сложность пошагового алгоритма обусловлена трудо-
емкой процедурой поиска соседа Делоне. В следующих двух алгоритмах 
предлагаются два варианта ускорения поиска. 

4.2.1. Пошаговый алгоритм с k-D-деревом поиска 

В пошаговом алгоритме с k-D-деревом поиска вначале все исходные 
точки триангуляции помещаются в k-D-дерево (при 2k = ) [12] или любое 
другое, позволяющее эффективно выполнять региональный поиск в задан-
ном квадрате со сторонами, параллельными осям координат. 

Далее при выполнении поиска очередного соседа Делоне имитирует-
ся постепенный рост «пузыря». Начальный «пузырь» определяется как ок-
ружность, диаметром которой является текущая базовая линия. В даль-
нейшем, если внутри текущего «пузыря» не найдено никаких точек, то 
размер «пузыря» увеличивается, например, в 2 раза (на рис. 43 цифрами 
обозначены возможные этапы роста «пузыря»). Для определения точек, 
попавших в текущий «пузырь», выполняется запрос к бинарному дереву на 
поиск всех точек внутри минимального квадрата, объемлющего текущий 
«пузырь». Среди найденных в квадрате точек отбрасываются все, не попа-
дающие в текущий «пузырь». Далее среди оставшихся точек прямым пере-
бором находится искомый сосед Делоне. 
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Рис. 43. Выбор очередной точки в пошаговом 
алгоритме с k-D-деревом поиска 
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Трудоемкость данного алгоритма с k-D-деревом в среднем на ряде 
распространенных распределений составляет ( log )O N N , а в худшем слу-
чае – 2( )O N . 

4.2.2. Клеточный пошаговый алгоритм 

В клеточном пошаговом алгоритме предлагается построить клеточ-
ное разбиение плоскости и поиск очередного соседа Делоне вести, после-
довательно перебирая точки в близлежащих к базовой линии клетках [3]. 
Для этого на первом этапе все множество исходных точек разбивается вер-
тикальными и горизонтальными равноотстоящими линиями на клетки и 
все точки помещаются в списки, соответствующие этим клеткам. Общее 
количество клеток должно быть порядка ( )Nθ . 

Далее при выполнении поиска очередного соседа Делоне имитирует-
ся рост «пузыря» и проверяются все клетки с точками в порядке близости 
клеток к базовой линии (на рис. 44 цифрами помечен порядок обхода кле-
ток). Трудоемкость данного алгоритма в среднем на ряде распространен-
ных распределений составляет ( )O N  [3] , а в худшем случае – 2( )O N . 
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Рис. 44. Выбор очередной точки в клеточном алгоритме 



Глава 5. Двухпроходные алгоритмы 
построения триангуляции Делоне 
При построении триангуляции Делоне итеративными алгоритмами и 

алгоритмами слияния для каждого нового треугольника должно быть про-
верено условие Делоне. Если оно не выполняется, то должны последовать 
перестроения треугольников и новая серия проверок. На практике доволь-
но большую долю времени отнимают как раз проверки на условие Делоне 
и перестроения. 

Для уменьшения числа проверок условия Делоне и упрощения логи-
ки работы алгоритмов можно использовать следующий подход. Вначале за 
первый проход нужно построить некоторую триангуляцию, игнорируя вы-
полнение условия Делоне. А после этого за второй проход проверить то, 
что получилось, и провести нужные улучшающие перестроения для приве-
дения триангуляции к условию Делоне. Допустимость такой двухпроход-
ной стратегии устанавливается в теореме 1 (см. разд. 1.1). 

5.1. Двухпроходные алгоритмы слияния 
Наиболее удачно двухпроходная стратегия применима к алгоритмам 

слияния. В них приходится прикладывать довольно много алгоритмиче-
ских усилий для того, чтобы обеспечить работу с «текущим треугольни-
ком» (например, при обходе триангуляции по границе, при слиянии, по-
строении выпуклой оболочки), так как после того, как треугольник постро-
ен, он может тут же в результате неудачной проверки на условие Делоне 
исчезнуть, а на его месте появятся другие треугольники. Кроме того, в ал-
горитмах слияния сразу строится достаточно много треугольников, кото-
рые в дальнейшем не перестраиваются. 

Общее количество выполняемых перестроений в алгоритме невы-
пуклого слияния составляет около 35% от общего числа треугольников в 
конечной триангуляции, в алгоритме выпуклого слияния – 70%, в алгорит-
ме «Разделяй и властвуй» – 90%, а в простом итеративном алгоритме – 
140%. Именно поэтому наиболее хорошо для двухпроходной стратегии 
подходит алгоритм невыпуклого слияния. В алгоритмах «Разделяй и вла-
ствуй», выпуклого слияния и рекурсивном с разрезанием по диаметру на 
промежуточных этапах строится некоторое количество длинных узких 
треугольников, которые обычно затем перестраиваются. 

На рис. 45 приведен пример применения двухпроходной стратегии к 
алгоритму выпуклого полосового слияния. 
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(а) (б) (в) (г) (д)  
   

Рис. 45. Двухпроходный алгоритм выпуклого полосового слияния:  
а–г – построение некоторой триангуляции; д – полное перестроение 

 
В [15] показывается, что двухэтапные полосовые алгоритмы и «Раз-

деляй и властвуй» работают в среднем на 10–15% быстрее оригинальных 
алгоритмов (в табл. 4 приведен фрагмент результатов моделирования). Это 
в частности объясняется некоторым упрощением логики их работы. 

 
Таблица 4. Сравнение одно- и двухпроходных алгоритмов слияния 

 

Время работы алгоритмов слияния t, с 

«Разделяй и 
властвуй» 

Выпуклое 
слияние 

Невыпуклое 
слияние 

Число 
точек 

1 проход 2 прохода 1 проход 2 прохода 1 проход 2 прохода 

1 000 0,27 0,27 0,23 0,23 0,22 0,22 
10 000 3,14 2,79 2,79 2,56 2,54 2,24 
100 000 35,17 31,63 31,97 28,69 27,48 24,78 

 

5.2. Модифицированный иерархический алгоритм 
Для итеративных алгоритмов двухпроходная стратегия, как правило, 

не годится, так как сразу же образуются узкие длинные треугольники, ко-
торые в дальнейшем делятся на другие ещё меньшие и ещё более узкие. 
Тем не менее в [41] описывается модифицированный иерархический алго-
ритм, являющийся, по сути, обычным итеративным алгоритмом, выпол-
няемым за 2 прохода. 

Как и для оригинального простого итеративного алгоритма, трудо-
емкость данного составляет в худшем 2( )O N , а в среднем – 3 2( )O N . На 
практике этот алгоритм работает значительно медленнее исходного. Тем 
не менее он используется для построения специальных иерархических 
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триангуляций, применяемых для работы с большими наборами исходных 
данных. 

5.3. Линейный алгоритм 
Линейный алгоритм (алгоритм линейного заметания плоскости) 

можно представить как частный случай двухпроходного алгоритма выпук-
лого слияния с одной полосой. В данном алгоритме вначале все исходные 
точки плоскости сортируются по вертикали (рис. 46,а). Затем, последова-
тельно перебирая точки сверху вниз, они соединяются в одну невыпуклую 
триангуляцию (рис. 46,б). Далее триангуляция достраивается до выпуклой 
(рис. 46,в). И в заключение производится полное перестроение триангуля-
ции для выполнения условия Делоне (рис. 46,г). 

Трудоемкость такого алгоритма составляет в среднем ( )O N . Тем не 
менее на практике этот алгоритм работает существенно медленнее полно-
ценного алгоритма полосового слияния. 

 

(а) (б) (в) (г)  
   

Рис. 46. Линейный алгоритм: а – исходные точки;  
б – невыпуклая триангуляция; в – достраивание до  

выпуклой; г – перестроение триангуляции 

5.4. Веерный алгоритм  
В веерном алгоритме триангуляции (алгоритме радиального заме-

тания плоскости) вначале из исходных точек выбирается та, которая на-
ходится как можно ближе к центру масс всех точек. Далее для остальных 
точек вычисляется полярный угол относительно выбранной центральной 
точки и все точки сортируются по этому углу (рис. 47,б). Затем все точки 
соединяются рёбрами с центральной точкой и соседними в отсортирован-
ном списке (рис. 47,в). Потом триангуляция достраивается до выпуклой 
(рис. 47,г). И в заключение производится полное перестроение триангуля-
ции для выполнения условия Делоне (рис. 47,д). 

Трудоемкость такого алгоритма составляет в среднем ( )O N . Алго-
ритм работает примерно с той же скоростью, что и предыдущий – линей-
ный алгоритм. 
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(а) (б) (в) (г) (д)  
   

Рис. 47. Веерный алгоритм: а – исходные точки; б – круговая 
сортировка; в – невыпуклая триангуляция; г – достраивание  

до выпуклой; д – перестроение триангуляции 

5.5. Алгоритм рекурсивного расщепления 
Алгоритм рекурсивного расщепления работает в два прохода [36]. 

Второй проход аналогичен всем двухпроходным алгоритмам триангуля-
ции, а первый похож на рекурсивный алгоритм с разрезанием по диаметру, 
но разрезание производится не отрезком, а некоторой ломаной. 

Перед началом работы алгоритма вычисляется выпуклая оболочка 
всех исходных точек. На каждом шаге рекурсии для заданного множества 
точек и их оболочки (не обязательно выпуклой) выполняется деление всех 
точек на две части. Для этого на оболочке находятся противоположные 
точки 1P  и 2P , делящие многоугольник оболочки примерно пополам (рис. 
48,а). Затем находятся все точки iS  среди заданных, не попадающие на 
оболочку и находящиеся от прямой 1 2PP  не более чем на заданном рас-
стоянии λ , т.е. попадающие в некоторый коридор расщепления (рис. 48,а). 
Затем точки 1P , iS  и 2P  последовательно соединяются в ломаную, которая 
разбивает исходное множество точек на две части. Разделяющая ломаная 
при этом попадает в оба множества (рис. 48,б). Кроме того, так как обо-
лочка невыпуклая, то необходимо исключить случаи возможного пересе-
чения построенной ломаной с оболочкой. Если полученные множества не 
являются треугольниками, то к ним опять рекурсивно применяется данный 
алгоритм (рис. 48,в). После построения триангуляций отдельных частей 
выполняется их соединение вдоль разделяющей ломаной  (рис. 48,г,д). 

 

1P

2P

1S

2S

(а) (б) (в) (г) (д)  
 

Рис. 48. Алгоритм рекурсивного расщепления: а – выбор направления и  
коридора; б–г – шаги расщепления; д – перестроение триангуляции 
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Теоретически алгоритм рекурсивного расщепления имеет трудоем-
кость ( log )O N N  в среднем и худшем случаях [36]. Однако на практике 
процедура расщепления является сложной для реализации, медленной в 
работе и в целом алгоритм работает существенно медленнее любых двух-
проходных алгоритмов слияния. 

5.6. Ленточный алгоритм 
Идея ленточного алгоритма предложена Ю.Л. Костюком. Некото-

рые элементы этого алгоритма похожи на алгоритм невыпуклого слияния. 
На первом шаге все точки разбиваются на полосы (рис. 49,а). Затем 

точки сортируются внутри полос и последовательно соединяются в лома-
ные (рис. 49,б). В последующем все полосы склеиваются между собой при 
помощи процедуры слияния из алгоритма невыпуклого полосового слия-
ния (рис. 49,в). После этого полученная триангуляция достраивается до 
выпуклой (рис. 49,г) и производится полное перестроение триангуляции 
для выполнения условия Делоне (рис. 49,д). 

В данном алгоритме используется процедура слияния, соединяющая 
ломаные – рёбра будущей триангуляции. Поэтому наиболее удобно этот 
алгоритм реализуется на структуре данных «Узлы, рёбра и треугольники», 
представляющей рёбра в явном виде. 

Главным параметром данного алгоритма является количество полос, 
которые необходимо выбрать по той же самой формуле, что и для алго-
ритмов полосового слияния ( )m s a b N= ⋅ ⋅ , где s – коэффициент разбие-
ния на полосы. На практике значение s следует взять 0,1 0,15≈ − . 

Трудоемкость данного алгоритма составляет в среднем случае ( )O N .  

 

(а) (б) (в) (г) (д)  
 

Рис. 49. Полосовой алгоритм: а – разбиение на полосы; б – построение  
в полосах ломаных; в – слияние полос; г – достраивание до выпуклости;  

д – перестроение триангуляции 



Глава 6. Триангуляция Делоне 
с ограничениями 

6.1. Определения 
Для дальнейшего рассмотрения введём понятия полилиния и регион. 
Определение 12. Полилинией называется фигура, состоящая из нену-

левого числа ломаных (рис. 50,а). 
Определение 13. Регионом называется фигура, состоящая из ненуле-

вого числа многоугольников, причём допустимы самопересечения и пере-
сечения различных многоугольников. При этом точки плоскости, принад-
лежащие k многоугольникам фигуры, считаются принадлежащими региону 
тогда и только тогда, когда )2mod(1≡k  (на рис. 50,б регион состоит из 
одного самопересекающегося пятиугольника и внутреннего треугольника). 

Такие фигуры на практике часто используются для представления, 
например, линий с разрывами и многоугольников с дырками внутри. 

 

 
        (а)                              (б)  

 
Рис. 50. Примеры фигур: а – полилиния; б – регион 

  
Определение 14. Задача построения триангуляции с ограничениями. 

Пусть даны множества точек },...,{ 1 kPP , полилиний },...,{ 1 lQQ  и регионов 
},...,{ 1 mRR . Необходимо на множестве точек },...,{ 1 kPP , вершин полили-

ний и вершин регионов построить триангуляцию таким образом, чтобы все 
отрезки полилиний и регионов проходили по рёбрам триангуляции. Кроме 
того, если множество регионов не пусто, то для всех построенных тре-
угольников необходимо установление факта попадания в заданные регио-
ны (при этом каждый треугольник может попасть одновременно в не-
сколько регионов). 



Глава 6. Триангуляция Делоне  с ограничениями 65 

Определение 15. В задаче построения триангуляции с ограничениями 
составляющие ломаные исходных полилиний и границы исходных регио-
нов называются структурными линиями. 

Определение 16. Рёбра триангуляции с ограничениями, по которым 
проходят исходные структурные линии, называются структурными рёб-
рами (фиксированными, неперестраиваемыми). 

В такой постановке задача построения триангуляции наиболее часто 
используется при моделировании рельефа в геоинформационных системах. 
Задаваемые точки при этом определяют точки плоскости, в которых изме-
рены высоты на поверхности, полилинии – проекции на плоскость струк-
турных линий рельефа, а регионы – области интересов (рис. 51). 

 

Р
е
к
а

Озеро

Овраг

      
 (а)                                                                (б) 

 

Рис. 51. Пример триангуляция с ограничениями: 
 а – исходные данные; б – триангуляция 

 
В случае, когда множества точек и полилиний пусты, а заданы толь-

ко регионы, получается классическая задача построения триангуляции за-
данной замкнутой области. 

Задача построения триангуляции с ограничениями, так же как и за-
дача без ограничений, является неоднозначной. Среди различных видов 
триангуляций с ограничениями выделяют также три основных вида триан-
гуляций: оптимальную, жадную и триангуляцию Делоне с ограничениями. 

Определение 17. Триангуляция с ограничениями называется оптима-
льной, если сумма длин всех рёбер минимальна среди всех возможных три-
ангуляций с ограничениями, построенных на тех же исходных данных.  

Задача построения оптимальной триангуляции является NP-полной 
[37,39]. Поэтому на практике она почти не применяется. 
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Обобщая рассмотренный в гл. 1 жадный алгоритм, получаем сле-
дующий алгоритм. 

Жадный алгоритм построения триангуляции с ограничениями.  
Шаг 1. Во множество исходных точек помещаются все вершины за-

данных полилиний и регионов, а также генерируется список всех возмож-
ных отрезков, соединяющих пары исходных точек, и он сортируется по 
длинам отрезков.  

Шаг 2. Выполняется вставка отрезков в триангуляцию от более ко-
ротких до длинных. Вначале вставляются все отрезки, являющиеся частя-
ми исходных полилиний и регионов, а затем – остальные отрезки. Если от-
резок не пересекается с другими, ранее вставленными отрезками, то он 
вставляется, иначе он отбрасывается. Конец алгоритма. 

Заметим, что если все возможные отрезки имеют разную длину, то 
результат работы этого алгоритма однозначен, иначе он зависит от порядка 
вставки отрезков одинаковой длины. 

Условием правильной работы жадного алгоритма является отсутст-
вие среди исходных полилиний и регионов взаимных пересечений отрез-
ков. Если таковые имеются, то от них надо избавиться до начала работы 
жадного алгоритма разбиением этих отрезков на части. 

Определение 18. Триангуляция с ограничениями называется жадной, 
если она построена жадным алгоритмом. 

Трудоемкость работы жадного алгоритма при некоторых его улуч-
шениях составляет 2( log )O N N  [26], не учитывая предварительного этапа 
удаления пересекающихся отрезков. При учете предварительного этапа 
сложность получается 4( log )O N N , так как в результате разбиения отрез-
ков на части может получиться 2( )O N  отрезков. В связи со столь большой 
трудоемкостью на практике такой алгоритм применяется редко. 

Определение 19. Триангуляция заданного набора точек будет назы-
ваться триангуляцией Делоне с ограничениями, если условие Делоне вы-
полняется для любой пары смежных треугольников, которые не разделя-
ются структурными рёбрами. 

Для построения триангуляции Делоне с ограничениями могут быть 
обобщены некоторые из приведенных выше алгоритмов. Наиболее хорошо 
для такого обобщения подходят итеративные алгоритмы триангуляции. 

Алгоритмы триангуляции слиянием не подходят, так как не всегда 
возможно деление множества исходных объектов на непересекающиеся 
части (например, когда есть большой регион, охватывающий все 
остальные объекты). 
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Алгоритмы прямого построения триангуляции подходят больше, но 
в них необходимо добавить в процедуру поиска очередного соседа Делоне 
проверку пересечения со структурными линиями. 

Большинство эффективных двухпроходных алгоритмов построения 
триангуляции в данном случае использовать нельзя, так как они либо яв-
ляются неприменимыми алгоритмами слияния, либо строят огромное ко-
личество узких вытянутых треугольников, которые почти всегда 
перестраиваются, а поэтому их применение неэффективно. 

Для триангуляции с ограничениями наиболее удобно использовать 
структуры данных, представляющих в явном виде рёбра, так как для рёбер 
необходимо хранить дополнительную информацию о том, являются ли они 
структурными. Поэтому структуры «Узлы с соседями» и «Узлы и тре-
угольники» не применимы. Из оставшихся наиболее употребительной яв-
ляется структура «Узлы, простые рёбра и треугольники» как компромисс 
между расходом памяти и удобством применения. Дополнительным её 
достоинством является возможность простого эволюционного перехода к 
ней от итеративного алгоритма триангуляции Делоне без ограничений, ис-
пользующего компактную структуру «Узлы и треугольники». 

6.2. Цепной алгоритм построения 
триангуляции с ограничениями 

Один из первых эффективных алгоритмов построения триангуляции 
с ограничениями основан на процедуре регуляризации планарного графа и 
триангуляции монотонных многоугольников [12]. Трудоемкость этого ал-
горитма составляет ( log )O N N , где N – количество исходных отрезков. 

Исходными данными для цепного алгоритма является множество не-
пересекающихся отрезков на плоскости, по сути образующих планарный 
граф. Если в триангуляцию необходимо поместить также отдельные точки, 
то их следует добавить уже после работы данного алгоритма, например 
итеративным способом. 

Цепной алгоритм построения триангуляции с ограничениями. 
Шаг 1. Из множества исходных структурных отрезков формируем 

связанный планарный граф (рис. 52,а). 
Шаг 2. Выполняется регуляризация графа, т.е. добавляются новые 

рёбра, не пересекающие другие, так что каждая вершина графа становится 
смежной хотя бы с одной вершиной выше неё и одной ниже. Регуляриза-
ция выполняется в два прохода с помощью вертикального плоского заме-
тания [12]. В первом проходе снизу вверх последовательно находятся все 
вершины, из которых не выходят рёбра, ведущие вверх. Например, на рис. 
52,б такой является вершина B. Проводя горизонтальную линию, обнару-
живаем ближайшие пересекаемые ею слева и справа рёбра графа AD и EF. 
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Затем в четырехугольнике DEHG находим самую низкую вершину и про-
водим в неё ребро из B. Аналогично выполняется второй проход сверху 
вниз (рис. 52,в). В результате работы этого шага каждая область планарно-
го графа становится монотонным многоугольником. 

Шаг 3. Каждую область графа необходимо разбить на треугольники. 
Для этого можно воспользоваться алгоритмом невыпуклого слияния двух 
триангуляций (рис. 52,г). Конец алгоритма. 
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Рис. 52. Схема работы цепного алгоритма триангуляции: 
а – исходные отрезки; б – проход снизу вверх регуляризации графа;  

в – проход сверху вниз; г – триангуляция монотонных многоугольников 
 

 
Для реализации цепного алгоритма триангуляции с ограничениями 

лучше всего использовать структуры данных, в которых рёбра представ-
ляются в явном виде, например «Двойные рёбра» или «Узлы, рёбра и 
треугольники». 

Недостатком цепного алгоритма является то, что о форме получае-
мой триангуляции ничего заранее сказать нельзя. Это не оптимальная три-
ангуляция, не жадная и не триангуляция Делоне с ограничениями. В цеп-
ном алгоритме могут получаться очень длинные вытянутые треугольники.  

Для улучшения качества полученной триангуляции можно проверить 
все пары смежных треугольников, не разделенных структурным ребром,  
на выполнение условия Делоне и при необходимости произвести пере-
строения. В результате будет получена триангуляция Делоне с ограниче-
ниями. 

6.3. Итеративный алгоритм построения 
триангуляции Делоне с ограничениями 

За основу итеративного алгоритма построения триангуляции Делоне 
с ограничениям может быть взят любой итеративный алгоритм построения 
обычной триангуляции Делоне, но наиболее удобно здесь использовать ал-
горитм динамического кэширования (см. разд. 2.3.2), так как после окон-
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чания его работы будет дополнительно создана структура кэша, которая 
может быть использована для последующей быстрой локализации точек в 
триангуляции. 

Итеративный алгоритм построения триангуляции Делоне с ограни-
чениями.  

Шаг 1. Вначале выполняется построение обычной триангуляции Де-
лоне на множестве всех исходных точек и входящих в состав структурных 
линий.  

Шаг 2. Выполняется вставка отрезков структурных линий в триангу-
ляцию. При этом на первом этапе концы этих отрезков уже вставлены в 
триангуляцию как узлы. 

Шаг 3. Выполняется классификация всех треугольников триангуля-
ции по попаданию в заданные регионы. Конец алгоритма. 

Второй этап этого алгоритма на практике может быть реализован по-
разному. Рассмотрим различные варианты процедуры вставки отрезков. 

6.3.1. Вставка структурных отрезков «Строй, разбивая» 

Алгоритм вставки структурных отрезков «Строй, разбивая» 
является наиболее простым в реализации и устойчивым в работе.  

В нем необходимо, последовательно переходя по треугольникам 
вдоль вставляемого отрезка, находить точки его пересечения с рёбрами 
триангуляции (рис. 53,а). В этих точках пересечения нужно поставить но-
вые узлы триангуляции, разбив существующие рёбра и треугольники на 
части (рис. 53,б). После этого все вновь построенные треугольники долж-
ны быть проверены на выполнение условия Делоне и при необходимости 
перестроены, не затрагивая фиксированных рёбер. 

 

(а) (б)  
 

Рис. 53. Вставка структурных отрезков «Строй, разбивая» 
 
В некоторых случаях недостатком данного алгоритма вставки может 

быть создание большого числа дополнительных узлов и рёбер триангуля-
ции. В то же время в других случаях этот недостаток становится преиму-
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ществом, не позволяя образовываться длинным узким треугольникам, что 
особенно ценится при моделировании рельефа. 

Другое преимущество этого алгоритма вставки по сравнению с по-
следующими проявляется при попытке вставки структурного отрезка в 
триангуляцию, в которой среди пересекаемых им рёбер есть фиксирован-
ные. Такие рёбра, как и все остальные, просто разбиваются на две части. 

6.3.2. Вставка структурных отрезков «Удаляй и строй» 

В алгоритме вставки структурных отрезков «Удаляй и строй» необ-
ходимо, последовательно переходя по треугольникам вдоль вставляемого 
отрезка, найти все пересекаемые треугольники (рис. 54,а) и удалить их из 
триангуляции (рис. 54,б). При этом в триангуляции образуется дырка в ви-
де некоторого многоугольника. После этого в триангуляцию вставляется 
структурный отрезок, делящий многоугольник-дырку на две части – левую 
и правую, которые затем заполняются треугольниками (рис. 54,в). 

 

(а) (б) (в)  
 

Рис. 54. Вставка структурных отрезков «Удаляй и строй» 
 
Заполнение левой и правой частей дырки треугольниками можно 

произвести, проходя вдоль её границы и анализируя тройки последова-
тельных точек границы. Если на месте этой тройки точек можно построить 
треугольник, то он строится и граница укорачивается. Такой цикл идет, 
пока количество точек в левой и правой границах больше двух. 

После этого все вновь построенные треугольники должны быть 
проверены на выполнение условия Делоне и при необходимости 
перестроены, не затрагивая фиксированных рёбер. 

Отдельным представляется случай, когда при вставке среди множе-
ства пересекаемых рёбер находятся фиксированные рёбра. Во избежание 
такой ситуации можно заранее еще до первого этапа работы алгоритма по-
строения триангуляции Делоне с ограничениями найти все точки пересе-
чения всех структурных отрезков и разбить этими точками отрезки на час-
ти. Такую операцию можно выполнить, например, с помощью алгоритма 
заметания плоскости [12]. 
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Другим вариантом учета пересекаемых фиксированных рёбер явля-
ется следующий алгоритм. Пусть при вставке очередного структурного от-
резка AB  обнаружено пересечение с некоторым фиксированным ребром 
CD  в точке S  (рис. 55,а). Тогда необходимо разбить пересекаемое ребро 
CD  на две части CS  и SD , также разбив смежные треугольники CDE∆  и 

CDF∆  на две части ,CSE∆  SDE∆  и ,CSF∆  SDF∆  соответственно (рис. 
55,б). После этого задача вставки исходного отрезка AB  сводится к двум 
вставкам рёбер AS  и SB  (рис. 55,в). 
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Рис. 55. Пересечение вставляемого структурного отрезка  
с ранее вставленным фиксированным ребром 

 
Теперь остановимся на вопросе влияния структуры данных на реали-

зацию алгоритма вставки «Удаляй и строй». Наиболее сложной частью 
здесь является удаление треугольников, временное запоминание границы 
области удаленных треугольников и последующее её заполнение. Наибо-
лее просто эта задача выполняется на структуре «Узлы, рёбра и треуголь-
ники», где просто запоминается список граничных рёбер. 

На структуре «Узлы, простые рёбра и треугольники», часто исполь-
зуемой при построении триангуляции с ограничениями, ребро представля-
ется в неявном виде как треугольник и номер образующего ребра, так как в 
описании ребра отсутствуют ссылки на смежные треугольники. 

В данном алгоритме вставки при удалении треугольников возможны 
ситуации, когда, удаляя треугольники, необходимо сохранить некоторые 
образующие их фиксированные рёбра. Например, на рис. 56,а необходимо 
вставить структурный отрезок AB , при этом вблизи находится ранее 
вставленное фиксированное ребро KL . После удаления всех пересекаемых 
треугольников должно остаться ребро KL  (рис. 56,б), затем необходимо 
заполнить треугольниками многоугольник ABKLK  слева от ребра AB  
(рис. 56,в). 

Отметим такие варианты, когда висячее фиксированное ребро вооб-
ще не будет связано с границей области удаленных треугольников (рис. 
57,а,б). При этом задача заполнения области треугольниками, безусловно, 
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существенно усложняется. По сложности сама она в целом эквивалентна 
задаче построения триангуляции Делоне с ограничениями внутри заданно-
го региона. Для ее решения нужно временно удалить мешающее фиксиро-
ванное ребро KL  из триангуляции, заполнить очищенную область тре-
угольниками, а затем повторно вставить ранее удаленные фиксированные 
рёбра (рис. 57,в). 
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Рис. 56. Сохранение фиксированного ребра при удалении  
треугольников в алгоритме вставки «Удаляй и строй» 
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Рис. 57. Фиксированное ребро, не связанное с границей  
области удаленных треугольников  

6.3.3. Вставка структурных отрезков «Перестраивай и строй» 

Основная идея алгоритма вставки структурных отрезков «Пере-
страивай и строй» заключается в попытке уменьшения количества пересе-
каемых рёбер за счет перестроений пар соседних треугольников до тех 
пор, пока не останется ни одного пересекаемого треугольника (рис. 58,а–
в), т.е. вставляемый структурный отрезок не станет ребром триангуляции 
(рис. 58,г). 
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(а) (б) (в) (г)
 
 

Рис. 58. Простое перестроение треугольников в алгоритме вставки  
структурных отрезков «Перестраивай и строй» 

 
Самым главным недостатком этого алгоритма является возможность 

образования тупиковых ситуаций, когда дальнейшие перестроения пар со-
седних треугольников не уменьшают числа пересекаемых треугольников. 
Пример такой ситуации приведен на рис. 59,а. Для разрешения ситуаций, 
когда нельзя выполнить перестроение треугольников с уменьшением числа 
пересечений, необходимо перестраивать те пересекаемые пары треуголь-
ников, чья общая сторона образует максимальный угол со вставляемым 
структурным ребром. И так до тех пор, пока не образуются пары смежных 
треугольников, чьи перестроения уменьшат число пересечений рёбер. На 
рис. 59,а таким ребром (среди тех, чьи смежные треугольники можно пе-
рестроить) является AB , поэтому оно и перестраивается (рис. 59,б). После 
этого выполняются обычные перестроения с уменьшением пересечений 
(рис. 59,в–з). 
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Рис. 59. Модифицированное перестроение треугольников в алгоритме  
вставки структурных отрезков «Перестраивай и строй» 
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Случай, когда вставляемый структурный отрезок пересекает уже ра-
нее вставленное фиксированное ребро, обрабатывается так же, как и в пре-
дыдущем алгоритме вставки «Удаляй и строй». 

Трудоемкости всех трех рассмотренных алгоритмов вставки состав-
ляют в худшем случае 2( )O M , где M  – количество узлов в триангуляции 
после завершения работы алгоритма триангуляции с ограничениями. Заме-
тим, что при большом количестве взаимных пересечений структурных ли-
ний эта оценка составляет 4( )O N , где N  – количество исходных точек и 
вершин исходных структурных линий. 

Оценка трудоемкости в среднем очень сильно зависит от распреде-
ления структурных линий. Если их количество невелико и они мало пере-
секаются между собой, то общая оценка трудоемкости может составить 

( )O N . 

6.4. Классификация треугольников 
Теперь рассмотрим третий этап построения триангуляции с ограни-

чениями – задачу классификации полученных треугольников триангуля-
ции по признаку их попадания внутрь заданных регионов. 

В простейшем случае можно для каждого отдельно взятого тре-
угольника выбрать любую точку внутри него и проверить её на попадание 
во все заданные регионы. Трудоёмкость такой операции составляет )(MO , 
где M – число точек в границе региона. Тогда общая трудоёмкость алго-
ритма классификации составит ( , ) ( )T N M O NM= . 

Можно поступить по-другому [14]. Пусть для каждого треугольника 
необходимо выставить признак 1=iC , если он попадает внутрь какого-
либо региона, и 0=iC , если нет. Предположим, что при вставке структур-
ных линий, принадлежащих границам регионов, для каждого фиксирован-
ного ребра отмечалось, к какому региону он относится. При этом возмож-
но, что одно и то же фиксированное ребро может относиться к нескольким 
регионам одновременно. Кроме того, если граница некоторого региона 
проходит через какое-то ребро многократно, то это количество прохожде-
ний также должно быть отмечено. В будущем при рассмотрении попада-
ния треугольников в регион мы будем игнорировать рёбра с четным коли-
чеством прохождений в соответствии с определением региона. 

Алгоритм определения попадания треугольников в заданный регион. 
Пусть дана триангуляция и для каждого фиксированного ребра отмечено, 
сколько раз граница данного региона проходит через ребро. 

Шаг 1. Для каждого треугольника обнулить признак попадания 
внутрь региона : 0iC = . 
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Шаг 2. Отмечаем 1iR =  все фиксированные рёбра, по которым гра-
ница региона проходит нечетное число раз. Остальные рёбра отмечаем 

: 0iR = . 

Шаг 3. Для каждого ребра с : 1iR =  проверяем два смежных тре-
угольника 

1i
T  и 

2i
T . Если 

1
0iC =  и 

2
0iC = , то определяем, попадает ли тре-

угольник 
1i

T  внутрь региона (простая проверка попадания центра треуголь-
ника в регион). Если попадает, то выполняем шаг 4, начиная с треугольни-
ка 

1i
T , иначе выполняем шаг 4, начиная с треугольника 

2i
T  (рис. 60,а). 
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T

2i
T
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Рис. 60. Классификация треугольников 
 
Шаг 4. Выполняем поиск всех треугольников в заданной замкнутой 

области алгоритмом растровой заливки с затравкой [13]. При этом грани-
цей области заливки являются рёбра с : 1iR = . Каждый найденный тре-
угольник отмечаем : 1jC =  (рис. 60,а). Конец алгоритма. 

Трудоемкость первого и второго шага данного алгоритма составляет 
в сумме ( )O N . Сложность шага 3 равна ( )O MR , где R – количество рёбер в 
границе, а M – количество несвязанных областей в регионе. Трудоемкость 
шага 4 составляет ( )O T , где T – общее количество треугольников внутри 
региона. Таким образом, так как ( ) ( )O T O N= , то общая трудоемкость дан-
ного алгоритма классификации треугольников составляет ( )O N MR T+ + =  

( )O N MR= + . 

Если в нашей триангуляции присутствует K регионов, то данный ал-
горитм нужно применить K раз и общая трудоемкость классификации со-
ставит ( )O KN KMR+ . Рассмотрим модификацию этого алгоритма, позво-
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ляющую более эффективно выполнять классификацию нескольких регио-
нов. 

Алгоритм классификации треугольников по регионам. Пусть дана 
триангуляция и для каждого фиксированного ребра отмечено, сколько раз 
граница какого региона проходит через ребро. По результатам работы это-
го алгоритма для каждого треугольника будет получен список регионов, к 
которым он принадлежит. 

Шаг 1. Для каждого треугольника обнуляем список регионов :iS =∅ . 
Все ребра триангуляции отмечаем : 0iR = . 

Шаг 2. Для каждого региона kP  формируем список фиксированных 
рёбер, образующих его границу. Причем в список включаем только те рёб-
ра, по которым граница региона проходит по ребру нечетное число раз. 

Шаг 3. Выполняем шаг 4 в цикле для всех регионов , 1,kP k K= . 

Шаг 4. Отмечаем :iR k=  все фиксированные рёбра, принадлежащие 
текущему региону kP . Далее для каждого отмеченного ребра проверяем 
два смежных треугольника 

1i
T  и 

2i
T . Если 

1k iP S∉  и 
2k iP S∉ , то определяем, 

попадает ли треугольник 
1i

T  внутрь региона (простая проверка попадания 
центра треугольника в регион). Если попадает, то выполняем шаг 5, начи-
ная с треугольника 

1i
T , иначе выполняем шаг 4, начиная с треугольника 

2i
T  

(рис. 60,а). 
Шаг 5. Выполняем поиск всех треугольников в заданной замкнутой 

области алгоритмом растровой заливки с затравкой. При этом границей 
области заливки являются рёбра с :iR k= . Для каждого найденного тре-
угольника iT  включаем в список iS  регион kP . Конец алгоритма. 

В этом алгоритме трудоемкость первого шага составляет ( )O N , вто-
рого шага – 

1
( )K

kk
O N R

=
+∑ , где kR  – количество рёбер, составляющих 

границу региона kP . Сложность шага 4 составляет ( )k k k kO R M R T+ ⋅ + =  
( )k k kO M R T= ⋅ + , где kM  – количество несвязанных областей в регионе, а 

kT  – общее количество треугольников внутри региона kP . 

Таким образом, общая трудоемкость алгоритма составляет 

1 1 1 1
( ) ( ) ( )K K K K

k k k k k k kk k k k
O N R O M R T O N M R T

= = = =
+ + ⋅ + = + ⋅ +∑ ∑ ∑ ∑ . При 

условии, что регионы не пересекаются между собой, а граница каждого ре-
гиона не проходит дважды через одно и то же ребро, получаем общую тру-
доемкость, равную 

1
( ) ( )K

k kk
O N M R O N

=
+ ⋅ =∑ . 

В заключение этого раздела обратим внимание, что для сокращения 
времени классификации необходимо уменьшать количество узлов в триан-
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гуляции с ограничениями. В связи с этим отметим, что применение алго-
ритма вставки структурных отрезков «Строй, разбивая» не желательно, так 
как он порождает значительное количество дополнительных узлов и рёбер 
триангуляции, а поэтому существенно увеличивает время последующей 
классификации. 

6.5. Выделение регионов из триангуляции 
Задача выделения регионов из триангуляции является обратной по 

отношению к предыдущей – задаче классификации. Она используется при 
решении различных задач пространственного анализа на плоскости и мо-
делировании поверхностей, описываемых в гл. 8 и 9. 

Определение 20. Пусть дана некоторая триангуляцию и каждому тре-
угольнику в ней сопоставлен некоторый код iC . В задаче выделения ре-
гионов из триангуляции необходимо объединить все треугольники с оди-
наковыми кодами в регионы (рис. 61). 
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Рис. 61. Выделение регионов из триангуляции: а – исходные  
классифицированные треугольники; б – выделение рёбер; 

в – объединение рёбер в регионы 
 

Для решения этой задачи можно использовать следующий алгоритм, 
предложенный в [14]. 

Алгоритм выделения регионов из триангуляции.  
Шаг 1. Для каждого треугольника iT  установить признак iD  в 0. Об-

нулить список контуров готовых регионов , 1,iR i K=∅ = , где количество 
разных кодов iC , т.е. искомых регионов. 

Шаг 2. Найти все рёбра, которые войдут в результирующие регионы, 
т.е. все рёбра, имеющие смежные треугольники с разными кодами (рис. 
61,б). 

Шаг 3. Для каждого треугольника iT  с 0=iD  выполнить шаг 4 с те-
кущим треугольником iT . 
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Шаг 4. Начиная с текущего треугольника iT , методом затравки (как 
в алгоритме заливки растровой области методом затравки) построить спи-
сок смежных треугольников S с кодом iC . Для всех треугольников в S 
установить 1=iD . Составить список B рёбер треугольников, не 
разделяющих два треугольника из этого списка. Взять произвольное ребро 
из списка B и, используя структуру триангуляции, обойти по рёбрам из 
списка B контур. Пройдённые рёбра удалить из списка B. Пока список B не 
пуст, выполнять обходы для поиска оставшихся контуров. Выделенные 
контуры  добавляем в список 

iCR  Конец алгоритма. 

Трудоёмкость работы шага 4 алгоритма определяется из трудоёмко-
сти алгоритмов затравки и обходов. Алгоритм затравки, выделив it  тре-
угольников, работает время ( )iO t . Эти треугольники имеют ( )iO t  рёбер, и 
их обход займёт время ( )iO t . Поэтому общая сложность шага 4 составляет 

( )iO t . 

Тогда общая трудоёмкость всего алгоритма состоит из ( )O N  на ша-
гах 1–2 и 

1
( )K

ii
O t

=∑  на шагах 3–4. А так как 
1

K
ii

t M
=

=∑ , где M – общее ко-
личество треугольников в триангуляции, то сложность алгоритма выделе-
ния регионов составляет 

1
( ) ( ) ( ) ( )K

ii
O M O t O M O N

=
+ = =∑ . 



Глава 7. Вычислительная устойчивость 
алгоритмов триангуляции 

7.1. Причины возникновения 
ошибок при вычислениях 

Проблема вычислительной устойчивости является одной из основ-
ных при решении большинства задач вычислительной геометрии. Многие 
внешне простые алгоритмы требуют учета многочисленных крайних слу-
чаев, без чего алгоритм на практике просто не работает [12]. 

Так, за относительной внешней простотой описанных в предыдущих 
главах алгоритмов триангуляции и алгоритмов триангуляции с ограниче-
ниями в действительности скрываются многочисленные детали реализа-
ции, от которых существенно зависит устойчивость работы алгоритмов. 
Перечислим основные возникающие задачи. 

Задача 1. Проверка совпадения двух заданных точек. Эта проблема 
является особенно актуальной в случае использования вещественной 
арифметики с плавающей точкой. Как известно, сравнение плавающих ве-
щественных чисел на равенство производится всегда с заданной точностью 
ε. Здесь определяющим является выбор значения ε. 

Несмотря на кажущуюся простоту, данная проблема имеет далеко 
идущие последствия. Как известно, в силу своей ограниченной точности 
обычные вещественные вычисления на компьютерах не обладают многими 
свойствами истинно вещественных чисел. Например, если мы используем 
числа, хранящиеся в памяти компьютера  с помощью 3 значащих цифр, то 
результат вычисления следующих выражений может не совпадать, т.е. на-
рушается свойство ассоциативности:  

(100 0,5) 0,5 100 101 100 (0,5 0,5)+ + ≅ ≠ ≅ + + . 
Задача 2. Проверка взаимного расположения двух точек относи-

тельно прямой, проходящей через две заданные точки. Данная задача 
обычно очень просто решается методами аналитической геометрии. Запи-
сываем уравнение прямой, проходящей через две заданные точки – 1 1( , )x y  
и 2 2( , )x y : 

1 2 2 1( )( ) ( )( ) 0x x y y x x y y− − − − − = . 
Затем подставляем в это уравнение вместо x и y координаты тесто-

вых точек 3 3( , )x y  и 4 4( , )x y . Если значения выражений будут иметь одина-
ковый знак, то точки находятся по одну сторону от прямой, иначе – по 
разную. Результат выражения, равный нулю, будет означать попадание 
точки строго на прямую. 
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Здесь проблема заключается в потере точности промежуточных 
вычислений. Перемножая два n-значных числа, вообще говоря, получаем 
2n-значное число. На практике это обычно не учитывается и младшие n 
разрядов попросту отбрасываются. В итоге результат вычислений может 
показать, что тестовая точка лежит на прямой, хотя это не так. Для 
избавления от этого эффекта сравнение с нулем проводят с некоторой 
точностью ε. Несмотря на это, реальная точность вычислений все равно 
уменьшается в 2 раза, составляя не более / 2n  исходных значащих цифр. 

Задача 3. Проверка коллинеарности трех заданных точек. Эта 
задача является частным случаем предыдущей, и ей свойственны те же 
проблемы с переполнением промежуточных вычислений. 

Задача 4. Проверка взаимного расположения точки и треугольника. 
Здесь требуется определить: 1) не совпадает ли точка с одной из вершин 
треугольника; 2) не попадает ли точка на одно из его рёбер; 3) не попадает 
ли точка строго внутрь треугольника. Новым здесь является проверка по-
падания точки строго внутрь треугольника. Это решается путем трехкрат-
ной проверки взаимного расположения заданной точки относительно раз-
личных рёбер треугольника, т.е. также сводится к предыдущим задачам. 

Задача 5. Проверка порядка обхода трех заданных точек. Здесь тре-
буется определить, обходятся ли точки в заданном порядке по часовой 
стрелке или против. Эту задачу также решаем, записывая уравнение пря-
мой, проходящей через две заданные точки, и подставляя в уравнение ко-
ординаты третьей точки. После чего анализируем знак выражения. Таким 
образом, если  

1 3 2 3 2 3 1 3( )( ) ( )( ) 0,x x y y x x y y− − − − − <  
то точки обходятся по часовой стрелке, а если 0> , то против (это верно 
для левосторонней системы координат, для правосторонней системы все 
будет наоборот). 

В данном алгоритме возникает та же самая проблема переполнения, 
что и при решении предыдущих задач. 

Задача 6. Проверка выполнения условия Делоне для двух заданных 
смежных треугольников. Данная задача рассмотрена выше в разд. 1.3. 

Задача 7. Локализация точки в триангуляции. Локализация точки в 
триангуляции состоит из выбора некоторого начального треугольника в 
триангуляции и последовательного перехода по треугольникам к цели. Эта 
задача рассмотрена выше в разд. 2.1. 

Задача 8. Поиск точки пересечения двух прямых. Данная задача воз-
никает при построении триангуляции Делоне с ограничениями, когда об-
наруживается, что очередной вставляемый отрезок пересекается с ранее 
вставленным структурным ребром триангуляции. 
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В данном случае первой проблемой является то, что определяемая 

точка пересечения в силу ограниченности точности вычислений в боль-

шинстве случаев не лежит ни на одном из рёбер (ни на ранее существо-

вавшем, ни на новых). Возможно, что эта точка лежит даже не в смежных с 

ребром треугольниках, поэтому в результате разбиения старого ребра на 

части образуются новые «вывернутые» треугольники, разрушая структуру 

триангуляции. На рис. 62 дан пример вставки ребра AB в триангуляцию, 

приводящий к пересечению с существующим ребром в точке S (пунктир-

ными линиями размечена дискретная координатная сетка). В результате 

округления точка пересечения окажется немного выше реальной – в узле 

дискретной координатной сетки. 
 

 

A

BS

 
Рис. 62. Пример возможного 

«выворачивания» треугольников 

 
 

Несмотря на кажущуюся экзотичность приведенного сценария воз-

никновения ошибки, вероятность его велика уже при попытке вставить в 

триангуляцию порядка нескольких десятков взаимно пересекающихся 

структурных рёбер. Вдоль структурных рёбер образуются многочисленные 

узкие вытянутые треугольники, которые и создают указанную критиче-

скую ситуацию. 

Вторая проблема в задаче поиска точек пересечения связана 

непосредственно с самим используемым способом вычислений. Обычно 

точка пересечения ( , )x y  находится следующим образом: 

1 3 4 3 1 3 4 3
( )( ) ( )( ),a x x y y y y x x= − − − − −  

4 3 2 1 4 3 2 1
( )( ) ( )( ),b x x y y y y x x= − − − − −  

1 2 1
( ) / ,x x a x x b= + −   

1 2 1
( ) / .y y a y y b= + −  

Здесь сложности возникают при нахождении точки пересечения двух 

«почти» коллинеарных отрезков. В результате потери точности возможно 

значительное смещение найденных координат от реального значения. 

Кроме того, из-за потерь точности мы можем предполагать, что отрезки 

пересекаются, хотя это не так. Тогда попытка вычисления их пересечения 
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может привести к значительному удалению найденной точки от самих от-
резков (для «почти» коллинеарных отрезков). 

Таким образом, большинство поставленных проблем связано с 
потерей точности внутренних вычислений. 

7.2. Применение целочисленной арифметики 
Контролировать точность, используя стандартные вещественные ти-

пы данных, предлагаемые большинством распространенных языков про-
граммирования, весьма сложно. Почти все современные компьютеры под-
держивают стандарты ANSI представления вещественных чисел, однако 
даже 10-байтовый тип extended позволяет хранить не более 20 значащих 
цифр. В то же время при описании 6-й задачи показано, что для коррект-
ных вычислений требуется 4n-значная арифметика. Это означает, что ре-
альная достижимая точность построения триангуляции Делоне составляет 
не более 20 / 4 5=  знаков в задании координат исходных данных. То есть 
значение точности ε для проверки совпадения двух точек, возникшее при 
описании 1-й задачи, следует установить не менее чем 510− , что не всегда 
приемлемо на практике. 

Другой способ заключается в использовании в явном виде вычисле-
ний с фиксированной точкой.  В этом случае можно точно контролировать 
все потери точности. 

Еще более простым является переход к целочисленному представле-
нию координат исходных точек. Например, используя обычные 32-битные 
целые числа, можно обеспечить точность представления в 9 значащих 
цифр, что является уже приемлемым в большинстве ситуаций. 

Тогда для реализации алгоритма построения триангуляции понадо-
бится реализовать несколько дополнительных функций, оперирующих с 
32-, 64- и 128-битными числами. На платформе IA-32 для этого потребует-
ся реализовать следующие функции: 

1. Mul64(A,B). Умножение 32-разрядных чисел. Результат возвращает-
ся 64-разрядным. Функция реализуется как одна команда ассемблера. 

2. Sqr64(A). Возведение 32-разрядного числа в квадрат. Результат воз-
вращается 64-разрядным. Функция реализуется также как одна команда ас-
семблера. 

3. MulSum64(A,B,C,D). Сумма двух произведений 32-разрядных чисел 
A·B и C·D. Результат возвращается 64-разрядным. Функция реализуется с 
помощью 9 команд ассемблера. 

4. MulDif64(A,B,C,D). Разность произведений 32-разрядных чисел A·B 
и C·D. Результат возвращается 64-разрядным. Функция реализуется с по-
мощью 11 команд ассемблера. 
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5. Mul128(A,B). Умножение 64-разрядных чисел. Результат возвраща-

ется 128-разрядным. Функция реализуется с помощью 40 команд ассемб-

лера. 

6. Compare128(A,B,C,D). Вначале вычисляется сумма двух произведе-

ний 64-разрядных чисел A·B и C·D. Затем получаемое 128-разрядное число 

сравнивается с нулем. Если оно меньше нуля, то возвращается false, иначе 

– true. Функция реализуется с помощью двух вызовов функции Mul128 и 

дополнительных 13 команд ассемблера. 

Использование 64-битных процессоров может еще существеннее со-

кратить реализацию этих функций до 1–4 команд ассемблера на функцию. 

Таким образом, используя целочисленный способ представления ис-

ходных данных совместно с дополнительными операциями над 32-, 64- и 

128-битными целыми числами, можно чётко решить поставленные задачи. 

Если используются целочисленные вычисления, то отпадает необхо-

димость использования величин ε, возникающих в задачах 1 и 3, и можно 

выполнять проверки на равенство непосредственно. 

7.3. Вставка структурных отрезков 

Теперь рассмотрим описанную в 8-й задаче проблему поиска точек 

пересечения и разбиения вставляемых структурных рёбер на части. 

Несмотря на то, что мы можем выполнять вычисления с помощью 

дополнительных функций практически без потери точности, все равно 

точка пересечения двух прямых в общем случае будет иметь нецелые ко-

ординаты, которые мы будем вынуждены округлить, т.е. в общем случае 

точка пересечения двух прямых не будет лежать на этих прямых. 

Таким образом, встает необходимость модификации всех алгоритмов 

вставки структурных линий так, чтобы учесть возможные нарушения 

структуры триангуляции и избавиться от них. Рассмотрим такой обобщен-

ный алгоритм вставки. 

Обобщенный алгоритм вставки структурных линий в триангуляцию 

с ограничениями. Пусть L – сортированный по длине список еще не встав-

ленных структурных отрезков. 

Шаг 1. Вначале в L заносим все отрезки исходных структурных ли-

ний.  

Шаг 2. Последовательно в цикле извлекаем (с удалением) из L самый 

длинный отрезок AB и пытаемся вставить этот отрезок в триангуляцию 

любым алгоритмом вставки, описанным выше. Если обнаруживается, что 

вставляемый отрезок пересекает некоторые ранее вставленные структур-

ные рёбра (рис. 63,а), то их необходимо пометить как обычные нефикси-

рованные рёбра (рис. 63,б). При этом надо найти все точки пересечения 
i

C , 
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где 1,i n= , нового отрезка со вставленными рёбрами i iE F . Далее нужно 
вставить новые точки iC  в триангуляцию (рис. 63,в). Затем надо в список L 
поместить все отрезки 1,i iC C +  где 0 10, ,  , .ni n C A C B+= = =  Также необходи-
мо туда поместить все отрезки i iE C  и i iC F , где 1,i n= . Если вставляемый в 
список отрезок имеет нулевую длину, то его вставлять не надо. Цикл 
вставки продолжается, пока список не L пуст (рис. 63,г). Конец алгоритма. 
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Рис. 63. Обобщенный алгоритм вставки структурных линий  
в триангуляцию с ограничениями 

 
В такой реализации данного алгоритма вставки на практике доста-

точно часто возникает ситуация, когда небольшое количество исходных 
структурных линий приводит к значительному разрастанию списка L в 
процессе работы. Например, задав 5 «почти» коллинеарных отрезков в ка-
честве исходных структурных линий, можно в конце концов получить ты-
сячи структурных рёбер. Происходит это вследствие того, что каждая пара 
отрезков после нахождения их пересечений образует 4 новых отрезка, так-
же являющихся «почти» коллинеарными остальным отрезкам. Такое дроб-
ление идет до тех пор, пока размеры отрезков не станут сравнимыми с 
размерами единицы координатной сетки, когда маленькие отрезки стано-
вятся «совсем не» коллинеарными или размер отрезков становится на-
столько малым, что его дальнейшее деление невозможно. 

Но и на этом микроуровне возможны проблемы.  Например, пусть 
построена некоторая «плотная» триангуляция, когда в каждом узле коор-
динатной сетки имеется по узлу триангуляции и требуется вставить отре-
зок AB, который пересекается с ранее вставленным структурным ребром 
CD (рис. 64). В результате найденная точка пересечения AB и CD будет ок-
руглена, например, до точки A. В итоге в список L попадут отрезки AC, AD 
и опять AB. А так как мы извлекаем на каждом шаге из списка самое боль-
шое ребро, то список L будет бесконечно разрастаться за счет постоянной 
вставки рёбер AC и AD. 
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Таким образом, в этом варианте алгоритм вставки также все еще не 

годится для практической работы. 

Во избежание пересечения пар «почти» коллинеарных отрезков и 

проблем на микроуровне нужны еще дополнительные модификации алго-

ритма. 

 

A

BC

D

 
Рис. 64. Попытка вставки микроребра 

 

Во-первых, при вставке очередного отрезка необходимо найти все 

узлы триангуляции, лежащие вблизи от отрезка на расстоянии не более не-

которого
1
ε . Тогда, если такие точки найдены, вставляемый отрезок разо-

бьем этими точками на части, которые поместим в список L. 

Во-вторых, найдя точку пересечения структурных рёбер, прежде чем 

вставлять новый узел, попробуем найти в окрестности радиуса 
2

ε  другой, 

ранее уже вставленный узел триангуляции. 

На практике работа алгоритма значительно улучшается уже при зна-

чениях 3ε ≥ . Увеличение ε  приводит к сокращению размера списка L, но 

несколько увеличивает время выполнения дополнительного поиска точек в 

окрестностях. Наиболее приемлемыми с точки зрения быстродействия и 

качества являются значения 
1 2

10ε ε= = . 

 

В заключение отметим, что использование целочисленного пред-

ставления исходных чисел позволяет, с одной стороны, явно контролиро-

вать точность вычислений, с другой – повысить скорость работы алгорит-

ма построения триангуляции за счет отказа от вещественных операций. 

Тем не менее простой переход от вещественных вычислений к цело-

численным приводит к другому неприятному эффекту – значительному 

росту количества структурных рёбер в триангуляции. Во избежание этого 

приходится несколько усложнять алгоритм, вводя дополнительные про-

верки на наличие совпадающих узлов триангуляции с точностью ε . 
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на плоскости 

8.1. Построение минимального остова 
В вычислительной геометрии известно множество задач, линейно 

сводимых к задаче построения триангуляции Делоне [12]. Рассмотрим 
наиболее часто встречающиеся на практике задачи. 

Определение 21. В задаче построения евклидова минимального ос-
товного дерева на заданных на плоскости N точках необходимо построить 
дерево, суммарная длина рёбер которого минимальна. 

На практике эта задача в явном виде применяется для оптимизации 
длины линий электропередач и телефонной сети. На основе остовного де-
рева может быть построено приближенное решение задачи коммивояжера. 

Теоретическая оценка трудоемкости задачи построения минимально-
го остова составляет ( log )O N N . В то же время известно, что на основе 
триангуляции Делоне минимальный остов может быть построен за линей-
ное время (рис. 65). Тогда, используя любой алгоритм триангуляции Дело-
не, имеющий в среднем линейную трудоемкость, можно построить и ми-
нимальный остов также в среднем за время ( )O N .  

Алгоритм построения минимального остовного дерева. 
Шаг 1. Строим триангуляцию Делоне на множестве исходных точек. 

 

 
 

Рис. 65. Построение минимального остова по триангуляции Делоне 
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Шаг 2. Получаем список всех рёбер полученной триангуляции и сор-
тируем его по длине рёбер. 

Шаг 3. Начинаем генерировать граф остова. Вначале в графе нет ни 
одного ребра, а вершинами выступают все исходные точки. Для каждой 
вершины устанавливаем два номера: :ig i=  – номер текущей компоненты 
связности (т.е. всего вначале имеется N компонент), : 1ip = −  – номер смеж-
ной вершины выше по дереву связности (величина 1−  означает отсутствие 
таковой). 

Шаг 4. В цикле по всем рёбрам триангуляции Делоне жадным алго-
ритмом от самых коротких рёбер к длинным выполняем шаг 5, пытаясь 
вставить ребро i jA A  в граф остова. 

Шаг 5. Определяем номера компонент связности, в которые в на-
стоящее время входят вершины iA  и jA . Для этого выполняем следующий 
цикл. Пусть :k i= . Пока 1kp ≠ − , выполняем : kk p= . Полученное значение 

( )ik k A=  является номером компоненты связности для вершины iA  (для 
ускорения последующего поиска выполняем еще один цикл: пусть :k i= ; 
пока 1kp ≠ − , выполняем : , : , : ( )k m im k k p p k A= = = ). Также находим номер 
компоненты и для вершины jA . Если ( ) ( )i jk A k A≠ , то вершины iA  и jA  
соединяем ребром, при этом объединяем компоненты связности: 

( ) : ( )
ik A jp k A= . Конец алгоритма. 

8.2. Построение оверлеев 
Основная идея решения с помощью триангуляции задач пространст-

венного анализа на плоскости, таких как построение оверлеев (объедине-
ния, пересечения и разности) регионов, буферных зон, зон близости и др., 
заключается в применении следующего алгоритма [14]. 

Общий алгоритм пространственного анализа на плоскости. 
Шаг 1. Построение триангуляции Делоне с ограничениями по мно-

жеству исходных данных. 
Шаг 2. Классификация всех треугольников по некоторому принципу. 
Шаг 3. Объединение классифицированных треугольников в регионы. 

Конец алгоритма. 
Первые два шага этого алгоритма зависят от решаемой задачи про-

странственного анализа. Вначале рассмотрим задачу построения оверлеев. 
Определение 22. Задача построения оверлеев определяется на регио-

нах A и B как задача нахождения их: 1) объединения; 2) пересечения; 3) 
разности; 4) симметрической разности [9]. Результат должен быть пред-
ставлен в виде одного региона. 
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Большинство существующих алгоритмов обладают различными ог-
раничениями, мешающими их реальному применению. Наиболее сущест-
венным недостатком является невозможность оперирования с регионами, 
имеющими самопересечения или состоящими из нескольких контуров. 
Другим алгоритмам, обрабатывающим произвольные данные, свойственна 
сложная реализация или неудовлетворительное время работы на больших 
наборах исходных данных. 

Рассмотрим простой алгоритм решения поставленной задачи, ли-
шённый упомянутых недостатков и имеющий приемлемую трудоёмкость. 

Алгоритм построения оверлеев. 
Шаг 1. Два исходных региона A и B (рис. 66,а) передаём в алгоритм 

построения триангуляции с ограничениями. При этом на множестве всех 
вершин и границ регионов (как структурных линий) будет построена три-
ангуляция Делоне с ограничениями, а все треугольники будут прокласси-
фицированы по признаку принадлежности регионам A и B (рис. 66,б). 

Шаг 2. Каждый треугольник iT  полученной триангуляции класси-
фицируем в зависимости от выполняемой операции: 

Вариант 1 (объединение):  
если AT i ∈  или BT i ∈ , то 1=iC , иначе 0=iC . 

Вариант 2 (пересечение):  
если AT i ∈  и BT i ∈ , то 1=iC , иначе 0=iC . 

Вариант 3 (разность):  
если AT i ∈  и BT i ∉ , то 1=iC , иначе 0=iC . 

Вариант 4 (симметрическая разность):  
если AT i ∈  исключающее или BT i ∈ , то 1=iC , иначе 0=iC . 

 
 

(а) (д)

A

B A B∪ A B∩ \B A
\A B

(б) (в)

(г) (е)

 
 

Рис. 66. Построение оверлеев: а – исходные регионы; 
б – триангуляция с ограничениями; в – объединение; 

г – пересечение; д, е – разности регионов 
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Шаг 3. Выполнить алгоритм выделения регионов из триангуляции 
(рис. 66,в–е). Конец алгоритма. 

Сложности всех шагов алгоритма являются в среднем линейными, 
поэтому и общая трудоемкость равна ( )O N , где N – общее число вершин 
исходных регионов. 

8.3. Построение буферных зон 
Определение 23. Задача построения буферных зон требует определе-

ния геометрического места точек плоскости, удалённых от множества объ-
ектов }{ ia  не более чем на расстояние )( ii aSS = . На практике обычно 
рассматривают три вида объектов ia : точки, ломаные и регионы. На рис. 
67 приведёны примеры буферных зон для этих видов объектов. Границы 
таких буферных зон могут состоять из множества сегментов двух видов: 
отрезков и дуг. Так как обработка дуг обычно очень неудобна, то их ап-
проксимируют ломаными с некоторой заданной точностью. Поэтому с не-
которыми ограничениями можно считать, что результатом построения бу-
ферных зон будет регион. 
 

 
(а)           (б)                      (в) 
 

Рис. 67. Примеры буферных зон: а – буферная зона  
точки; б – ломаной; в – многоугольника 

 
В большинстве существующих алгоритмов построения буферных 

зон вначале выполняется генерация зон для отдельных фигур, а затем с 
помощью операции объединения регионов получается искомый результат. 
Так как трудоёмкость операции объединения регионов с N вершинами в 
худшем случае составляет не менее 2( )O N , то и трудоёмкость таких алго-
ритмов при построении буферных зон для N линий, имеющих по N вер-
шин, в худшем случае может составлять ( )NO N . Но, используя триангуля-
цию, данная оценка может быть в ряде случаев улучшена. Рассмотрим сле-
дующий алгоритм [14]. 

Алгоритм построения буферных зон. Пусть дано множество точек, 
ломаных и регионов (рис. 68,а). 
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Шаг 1. Для всех исходных точечных объектов и вершин ломаных и 
регионов строятся многоугольники, аппроксимирующие вокруг них круго-
вые буферные зоны (рис. 68,б). Выбор размера буферного многоугольника 
может осуществляться в виде правильного многоугольника, вписанного, 
описанного или равного по площади истинному буферному кругу в зави-
симости от цели применения буферных зон. 

Шаг 2. Для отрезков ломаных и границ регионов вычисляются пря-
моугольники (рис. 68,в), которые в объединении с ранее вычисленными 
круговыми зонами полностью определяют буферные зоны отрезков и ло-
маных. 

Шаг 3. Полученные круговые многоугольники, прямоугольники и 
исходные регионы передаются на вход алгоритма построения триангуля-
ции с ограничениями в качестве регионов (рис. 68,г). 

Шаг 4. Все треугольники, попавшие хотя бы в один регион, выделя-
ются в один общий регион (рис. 68,д). Конец алгоритма. 

 
 

(а)

(г)

(б) (в)

(д)  
 

Рис. 68. Построение буферных зон: а – исходные объекты; 
б – буферные зоны точек и вершин; в – буферные зоны  
отрезков ломаных и границы регионов; г – триангуляция  

с ограничениями; д – построенная буферная зона 
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Самым трудоёмким шагом работы алгоритма является построение 
триангуляции с ограничениями. Если мы аппроксимируем круговые бу-
ферные зоны с использованием S сегментов, то будет построена триангу-
ляция с ( )O SN  узлами, где N – количество исходных точек и вершин ло-
маных и регионов. Таким образом, общая трудоемкость алгоритма состав-
ляет в худшем 2 2( )O S N⋅ , а в среднем – ( )O SN . 

Одним из вариантов построения буферных зон является буферизация 
со «взвешиванием», когда размер буфера является индивидуальным для 
каждого объекта [9]. При этом аппроксимация круговых буферных зон 
может производиться многоугольниками с фиксированным числом вершин 
S либо с переменным, выбираемым на основании заданной точности. Что-
бы во втором случае трудоёмкость алгоритма неограниченно не возрастала 
при увеличении размеров входных объектов, все индивидуальные iS  огра-
ничивают сверху некоторым общим значением S. 

8.4. Построение зон близости 
Определение 24. Задача построения зон близости требует определе-

ния всех точек плоскости, для которых расстояние s до объектов множест-
ва }{ ia  является минимальным. 

В случае, когда все объекты являются точечными, данная задача оп-
ределяется как задача построения диаграмм Вороного (разд. 1.1, рис. 3,а). 
Поэтому её построение на основе триангуляции Делоне не представляет 
сложности.  

Отметим только, что для некоторых из заданных точек соответст-
вующие многоугольники Вороного будут бесконечными фигурами. На 
практике этого не нужно, и поэтому можно реально ограничить всю плос-
кость некоторым регионом, обычно называемым областью интересов. 

Алгоритм построения диаграмм Вороного. [14] Пусть дано множе-
ство точек и область интересов в форме прямоугольника (рис. 69,а). Тре-
буется найти все многоугольники Вороного для этих точек (рис. 69,д). 

Шаг 1. По исходному множеству точек строим триангуляцию Дело-
не (рис. 69,б). 

Шаг 2. Для каждого треугольника триангуляции вычисляем центр 
описанной окружности. 

Шаг 3. Для каждого узла вычисляем центр многоугольника Вороно-
го. Для этого обходим вокруг текущего узла по смежным треугольникам и 
собираем центры их описанных окружностей. Если узел находится не на 
границе триангуляции, то таким образом мы соберем координаты соответ-
ствующего многоугольника Вороного этого узла (рис. 69,в). Если этот узел 
находится на границе, значит, многоугольник Вороного является беско-
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нечной фигурой. Поэтому необходимо в этом случае выполнить отсечение 
двух его бесконечных сторон (рис. 69,г). Конец алгоритма. 

 

(а) (г)(б) (в) (д)
 

 
Рис. 69. Построение диаграмм Вороного: а – исходные данные  
и область интересов; б – построение триангуляции Делоне;  

в – построение многоугольников Вороного для внутренних узлов 
 

Отметим также, что если среди исходных точек есть четыре или бо-
лее точек, лежащих на одной окружности, то этот алгоритм выдаст неко-
торые многоугольники, у которых будут дублироваться последовательные 
точки контура. Поэтому такой случай необходимо дополнительно отсле-
дить. 

8.5. Построение взвешенных зон близости 
На практике диаграммы Вороного могут использоваться, например, 

для нахождения зон скорейшего обслуживания (зон близости) из заданных 
базовых пунктов [9]. Однако в действительности возможности базовых 
пунктов (скорость движения из них, удельные затраты на перемещение) 
могут быть разными. 

Определение 25. Задача построения взвешенных зон близости требу-
ет определения всех точек плоскости, для которых расстояние S до объек-
тов множества }{ ia , помноженное на веса 0iw > , является минимальным. 

В такой практически важной постановке задача построения зон бли-
зости рассматривается редко, что связано со сложностью получаемых гео-
метрических структур (границы зон состоят из отрезков прямых и дуг ок-
ружностей). Однако с использованием триангуляции эта задача решается 
достаточно просто, при этом отрезки дуг будем аппроксимировать лома-
ными с заданной точностью. 

Для решения данной задачи рассмотрим случай двух точечных объ-
ектов 1a  и 2a  с весами 1w  и 2w .Если 21 ww = , то решением являются две 
полуплоскости, разделённые прямой – срединным перпендикуляром к от-
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резку 21 aa . Иначе пусть 1 2w w> , 2 1e w w= . Тогда геометрическое место то-
чек ),( yx , ближайших ко второй точке, определяется следующим 
соотношением: 

2
2

2
2

21
2

1
2

1 )()()()( wyyxxwyyxx ⋅−+−<⋅−+− . 

Как видно, данное соотношение определяет круг, поэтому найдём 
уравнение определяющей его окружности в явном виде: 
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Отсюда получаем координаты центра окружности ),( cc yx  и радиус 
R: 
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Для решения задачи для случая многих объектов необходимо рас-
смотреть все возможные пары объектов ( , )i ja a  и получить для них разби-
вающие плоскость линии jil ,  (прямые или окружности). Далее нужно раз-
бить плоскость сразу всеми полученными линиями jil , . При этом заметим, 
что каждый получившийся элемент разбиения kr  целиком принадлежит к 
какой-то одной зоне достижимости (иначе бы некоторые две точки из kr  
принадлежали к разным зонам, достижимым из некоторых ji aa , , но тогда 
они должны быть разделены линией jil , , то есть принадлежать к разным 
элементам разбиения). После этого необходимо проклассифицировать все 
элементы разбиения на принадлежность соответствующим зонам и объе-
динить их в регионы, соответствующие зонам. 

Также отметим, что, как и в диаграммах Вороного, некоторые регио-
ны будут бесконечными, поэтому необходимо дополнительно задать 
прямоугольную область интересов. 

Таким образом, получается следующий алгоритм. 
Алгоритм построения взвешенных зон близости. Пусть дано множе-

ство точек }{ ia  с весами 0iw >  и область интересов в форме прямоуголь-
ника (рис. 70,а). Требуется найти все взвешенные зоны близости (рис. 
70,в). 

Шаг 1. Если во множестве точек только один объект, то получается 
одна зона достижимости в форме области интересов. Если все объекты 
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имеют одинаковые веса, то нужно выполнить алгоритм построения диа-
грамм Вороного и закончить работу. 
 

(а) (б) (в)
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1
1

1

1

2

2

2

2
23
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3

 
 

Рис. 70. Построение взвешенных зон близости: 
а – исходные данные с весами; б – разделяющие линии;  

в – построенные зоны близости 
 

Шаг 2. Для каждой пары объектов ),( ji aa  находим линию jil ,  (пря-
мую или окружность). Если jil ,  является окружностью, то аппроксимируем 
её ломаной. Выполняем её отсечение областью интересов (рис. 70,б). Ко-
личество точек аппроксимации S можно задать фиксированным либо вы-
числять для каждой окружности индивидуально, исходя из заданной точ-
ности построений. 

Шаг 3. Все полученные на предыдущем этапе отрезки прямой и ап-
проксимирующие окружность ломаные необходимо подать в качестве 
структурных линий на вход алгоритма построения триангуляции Делоне с 
ограничениями. 

Шаг 4. Классифицируем все треугольники, выбирая из множества 
}{ ia  ближайший достижимый объект. 

Шаг 5. Выполнить алгоритм выделения регионов. Выдать получен-
ные регионы и завершить работу (рис. 70,в). Конец алгоритма. 

Трудоёмкость работы данного алгоритма складывается в первую 
очередь из квадратичного количества линий jil ,  относительно исходного 
числа точек N. В целом она составляет в среднем 2( )O SN . 

8.6. Нахождение максимальной пустой окружности 
Определение 26. В задаче нахождения наибольшей пустой окружно-

сти требуется найти наибольшую окружность, не содержащую внутри ни 
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одной точки заданного множества точек, центр которой лежит внутри вы-
пуклой оболочки исходных точек (рис. 71,а). 

Данная задача возникает при размещении какой-то службы или пред-
приятия, при этом требуется максимально удалить объект от других задан-
ных объектов. Размещаемый объект может быть источником загрязнений, 
поэтому необходимо минимизировать его воздействие на другие объекты, 
либо это магазин, и необходимо поместить его подальше от конкурентов. 

В [12] показано, что центр искомой окружности лежит либо в узле 
диаграммы Вороного (т.е. является окружностью Делоне – окружностью, 
описанной вокруг некоторого треугольника триангуляции Делоне), либо в 
точке пересечения диаграммы Вороного и выпуклой оболочки исходных 
точек. В связи с этим возникает следующий алгоритм. 

Алгоритм нахождения наибольшей пустой окружности. 
Шаг 1.На множестве исходных точек строится диаграмма Вороного 

с помощью алгоритма, описанного в разд. 8.4 (рис. 71,б). При этом для ка-
ждой точки диаграммы оказываются вычисленными центр и радиус соот-
ветствующей окружности Делоне. 

Шаг 2.Находится выпуклая оболочка исходных точек, и определяют-
ся точки её пересечения с конечными рёбрами диаграммы Вороного (рис. 
71,в). Для этих точек пересечения вычисляется расстояние до ближайшей 
исходной точки, которая определяется одной из двух смежных ячеек диа-
граммы Вороного. Найденное расстояние определяет радиус наибольшей 
окружности, которую можно здесь разместить, не накрывая никаких точек. 

Шаг 3. Среди всех окружностей, полученных на шагах 1–2, выбира-
ем имеющую максимальный радиус. Конец алгоритма. 

Трудоемкость полученного алгоритма является в среднем линейной 
относительно количества исходных точек. 

 

(а) (б) (в)  
 

Рис. 71. Определение максимальной пустой окружности: 
а – исходные данные; б – диаграмма Вороного; в – отсечение 

диаграммы Вороного выпуклой оболочкой точек 



Глава 9. Триангуляционные модели 
поверхностей 

9.1. Структуры данных 
На практике для моделирования поверхностей, являющихся 

однозначными функциями высот от планового положения точки, 
используются два основных вида структур – регулярная (равномерная 
прямоугольная) и нерегулярная (триангуляционная) сети (рис. 72). 

Основным недостатком регулярной сети является громоздкость 
представления данных. Реальные объекты для достаточно детального 
представления требуют огромного массива данных. Поэтому приходится 
выбирать между точностью представления (размером ячейки) и размером 
охватываемой территории. 

В триангуляционной модели качество аппроксимации поверхности 
значительно выше, чем в регулярной. Но при этом существенно возрастает 
сложность обрабатывающих алгоритмов. 

 

 
 

 
Рис. 72. Триангуляционная модель поверхности Земли 
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При построении модели рельефа на практике встречаются следую-
щие виды исходных данных: 

1. Трехмерные точки на поверхности (высотные отметки на карте). 
2. Структурные линии рельефа – линии, вдоль которых имеет место 

нарушение гладкости поверхности (линии обрывов, границы рек, ручьи, 
горные хребты, водоразделы, границы искусственных сооружений). 
Структурные линии задаются как трехмерные ломаные. 

3. Изолинии – линии одного уровня, вдоль которых поверхность яв-
ляется гладкой. 

4. Горизонтальные плато – регионы, внутри которых высота по-
верхности повсюду одинаковая (озера). 

5. Области интересов – регионы, вне которых информация неиз-
вестна или не интересует пользователя. 

На практике модель рельефа применяется совместно с другими дан-
ными о местности, такими как расположение рек, лесов, дорог, домов и др. 
Соответственно в ряде случаев возникает потребность учета непосредст-
венно в модели рельефа данных о местности. Например, для упрощения 
различных расчетов можно потребовать, чтобы треугольники не пересека-
лись с границами дорог, земельных участков, домов и др. Тогда при трех-
мерной визуализации рельефа можно разным цветом раскрасить разные 
треугольники в зависимости от того, принадлежат ли они дороге, полю или 
лесу. 

Таким образом, возникает еще один вид исходных данных для по-
строения модели рельефа: 

6. Разделительные линии – линии, изменяющие только структуру 
треугольников, не трогая формы поверхности. 

Имея перечисленные виды исходных данных, мы можем построить 
модель рельефа, передав в алгоритм построения триангуляции Делоне с 
ограничениями все исходные данные. Но при этом вставка в триангуляцию 
структурных линий вида 2 должна выполняться алгоритмом вставки «Уда-
ляй и строй» или «Перестраивай и строй», а данные видов 3–6 – алгорит-
мом «Строй, разбивая». 

Использование вставки «Строй, разбивая» вызвано желанием мини-
мизировать искажения формы поверхности при вставке линий, а также из-
бежать появления длинных узких треугольников вдоль этих линий (осо-
бенно вдоль данных видов 3–5).  

9.2. Упрощение триангуляции 
Реальные триангуляционные модели рельефа земной поверхности 

обычно содержат огромное количество данных – миллионы и миллиарды 
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точек и треугольников. В связи с этим возникают две основные проблемы: 
1) как обрабатывать такие большие модели, если они не помещаются в па-
мять компьютера; 2) как их быстро отображать на экране компьютера. 
Вторая проблема стоит даже более жестко, чем первая, так как там часто 
предъявляется дополнительное требование работы в реальном режиме вре-
мени. 

Основной подход для решения этих проблем заключается в построе-
нии упрощенных моделей поверхности, которые имеют значительно 
меньший размер. 

Определение 27. Пусть имеется триангуляция T, содержащая N T=  
узлов. В задаче построения упрощающей триангуляции (задаче генерали-
зации) требуется найти такую триангуляцию t, что: 

1) она содержит заданное количество узлов n t N= <  и имеет мини-
мальное отклонение d от T: ( , ) min ( , ), | |d T t d T n

τ
= τ τ =  (задача, управляемая 

геометрией); 
2) она имеет отклонение d по вертикали от T не более чем на задан-

ную величину ε  и имеет минимальное количество узлов ( ) min ( ),n t n
τ

= τ  

( , )d T τ < ε   (задача, управляемая ошибкой). 

Данная задача в обоих вариантах является NP-сложной [18], поэтому 
на практике используются приближенные алгоритмы, которые можно раз-
делить в соответствии с используемой стратегией на два основных класса, 
работающих «сверху вниз» и «снизу вверх» [35]. 

Стратегия «сверху вниз» начинает работу с простой аппроксими-
рующей модели, состоящей из одного или нескольких треугольников, по-
крывающих исходную триангуляцию. Далее в триангуляцию последова-
тельно добавляются новые точки до тех пор, пока не будет достигнуто 
требуемое разрешение. Рассмотрим один из таких алгоритмов [25]. 

Алгоритм «Селектор Делоне». Дана исходная триангуляция T и за-
дана требуемая точность ε  или нужное количество треугольников n. 

Шаг 1. Строится триангуляция T�  из одного или нескольких тре-
угольников, покрывающих T. Для каждого треугольника jt T∈ �  создается 
список jL  еще не использованных и попадающих внутрь jt  узлов ip .  

Шаг 2. Для каждого узла ip T∈  вычисляется отклонение 
( , )i id d p T= �  по вертикали от новой триангуляции T� . Все списки точек jL , 

связанные с jt T∈ � , сортируются по величине id , а все треугольники jt T∈ �  
помещаются в сбалансированное дерево поиска по значению максималь-
ного отклонения max

i j
j ip t

d d
∈

′ =  внутри этого треугольника.  
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Шаг 3. Пока не достигнута требуемая точность или нужное количе-
ство треугольников, выполняется следующий цикл. В дереве поиска выби-
рается треугольник jt T∈ �  с максимальным jd′ , а внутри jt  – узел ip  с мак-
симальным id . Этот узел удаляется из списка jL  и вставляется в триангу-
ляцию T�  с помощью процедуры вставки из итеративного алгоритма триан-
гуляции. При этом некоторые треугольники в T�  будут перестроены, по-
этому необходимо перераспределить точки в списках jL , соответствую-
щих измененным треугольникам, заново вычислить в них id , отсортиро-
вать списки и обновить дерево поиска. Конец алгоритма. 

Трудоемкость данного алгоритма зависит главным образом от слож-
ности перераспределения треугольников, пересчета отклонений, сортиров-
ки списков и обновления дерева поиска. В худшем случае трудоемкость 
алгоритма составляет ( log )O Nn n , где n – количество треугольников в τ  
после завершения работы алгоритма. Однако в среднем на реальных дан-
ных этот алгоритм показывает трудоемкость только ( log )O N n  [24]. 

На рис. 73 представлен пример использования селектора Делоне (в 
качестве исходной покрывающей триангуляции были использованы два 
треугольника, а требуемое количество узлов 100n = ). 

 

 
Рис. 73. Пример построения упрощенной модели с помощью 

селектора Делоне по модели рельефа, представленной на рис. 72 
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В стратегии «снизу вверх» работа начинается с исходной триангуля-
ции и число элементов триангуляции постепенно уменьшается до тех пор, 
пока не будет достигнуто требуемого количества узлов либо не будет дос-
тигнуто заданного допустимого отклонения ε  упрощенной триангуляции 
от исходной. 

Уменьшение числа элементов обычно выполняется с помощью ло-
кальной модификации триангуляции – операции, заменяющей некоторую 
маленькую группу смежных треугольников на другую, покрывающую ту 
же область. На практике обычно применяют 3 вида локальных модифика-
ций (рис. 74): а) удаление узла, б) коллапс ребра и в) коллапс треугольника. 
 

(а) (б) (в)  
 

Рис. 74. Виды локальных модификаций триангуляции: 
а – удаление узла; б – коллапс ребра; в – коллапс треугольника 

 
Алгоритм локального упрощения триангуляции. Дана исходная три-

ангуляция T и задана требуемая точность ε  или нужное количество тре-
угольников n. 

Шаг 1. Создаем новую триангуляцию как копию исходной : .T T=�   

Шаг 2. Для каждого узла jp T∈ �  устанавливаем отклонение от ис-
ходной модели : 0jπ =  и вычисляем потенциальное новое отклонение jπ� , 
которое возникнет на поверхности при его удалении (среднее высот его 
соседей Делоне, взвешенных по их удаленности от узла jp ). 

Шаг 3. Для каждого ребра jr T∈ � , соединяющего узлы 
1j

p  и 
2j

p , 
вычисляем отклонение его центра от исходной модели : 0jρ =  и вычисляем 



Глава 9. Триангуляционные модели поверхностей 101 

потенциальное новое отклонение 
1 1 2 2

: ( ) /3j j j j jρ = π + π + π + π� � � , которое воз-
никнет при его коллапсе. 

Шаг 4. Для каждого треугольника jt T∈ � , соединяющего узлы 
1j

p , 

2j
p  и 

3j
p , вычисляем отклонение его центра от исходной модели : 0jτ =  и 

потенциальное отклонение 
1 1 2 2 3 3

: ( ) / 6j j j j j j jτ = π + π + π + π + π + π� � � � , которое 
возникнет при его коллапсе. 

Шаг 5. Все объекты триангуляции – узлы, рёбра и треугольники – 
помещаем в сбалансированное дерево поиска по значениям j jπ + π� , j jρ + ρ�  
и j jτ + τ�  соответственно. 

Шаг 5. Пока не будет превышена допустимая точность или будет 
достигнуто заданное количество треугольников, выполняется следующий 
цикл. В триангуляции выбирается объект (узел, ребро или треугольник) с 
минимальным значением величин j jπ + π� , j jρ + ρ�  или j jτ + τ� . В соответст-
вии с найденным минимумом выполняется удаление узла, коллапс ребра 
или коллапс треугольника. После этого необходимо выполнить расчет те-
кущих и потенциальных отклонений для всех вновь появившихся объектов 
триангуляции и обновить дерево поиска. Конец алгоритма. 

Трудоемкость данного алгоритма зависит главным образом от слож-
ности расчета отклонений для вновь появившихся объектов триангуляции, 
когда необходимо находить в исходной триангуляции треугольник, в кото-
рый попадает исследуемая точка. Если для исходной триангуляции имеет-
ся кэш поиска (как в алгоритмах триангуляции с кэшированием), то поиск 
одной точки будет происходить в среднем за время (1)O . Так как в сред-
нем при одной локальной модификации триангуляции затрагивается (1)O  
объектов, а обновление дерева поиска занимает время (log )iO n , где in  – 
текущий размер триангуляции, то в целом данный алгоритм имеет трудо-
емкость в среднем около ( log )O N N . 

Из двух стратегий «сверху вниз» и «снизу вверх» следует отметить, 
что первая из них, как правило, работает точнее при одинаковом наборе 
изменяющих операций (удаление/вставка узлов). Однако последняя стра-
тегия в среднем работает быстрее и в ней можно использовать другие опе-
рации (например, коллапс рёбер и треугольников), что также может в ряде 
случаев повысить качество работы [24]. Кроме того, заметим, что для реа-
лизации первой стратегии достаточно процедур, предоставляемых любым 
итеративным алгоритм триангуляции, в то же время для второй необходи-
мы дополнительные алгоритмы для удаления точек, коллапса рёбер и тре-
угольников, которые имеют свои сложности в реализации. 
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9.3. Мультитриангуляция 
В предыдущем разделе была рассмотрена задача получения триангу-

ляции требуемого разрешения. Однако на практике часто возникает задача 
получения триангуляции, разрешение которой может меняться на различ-
ных её участках. Наиболее часто такая задача возникает при трехмерной 
визуализации моделей рельефа, когда в некотором секторе вблизи точки 
зрения необходимо иметь триангуляцию высокого разрешения, а для уда-
ленных областей – низкого (на рис. 75 точка наблюдения помечена флаж-
ком, а жирными линиями выделен сектор видимости). Другим примером 
является получение триангуляционной модели, имеющей высокое разре-
шение только вдоль некоторой ломаной. Это возникает, например, при по-
строении профилей, анализе рельефа вдоль дорог, ЛЭП и др. 

 

�

 
 

Рис. 75. Триангуляция переменного разрешения, построенная  
для визуализации из заданной точки наблюдения  
по модели рельефа, представленной на рис. 72 

 
Основная проблема получения триангуляции переменного разреше-

ния заключается в непрерывной сшивке областей разного разрешения. 
Многие ранние модели данных были основаны на вложенных разбиениях 
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(квадродерево, иерархическая триангуляция) или на последовательности 
слоев данных различного разрешения. При этом либо не удавалось обеспе-
чить непрерывность сшивания областей разного разрешения, либо в месте 
сшивки получались узкие длинные треугольники, которые существенно 
искажали форму поверхности. 

В основе мультитриангуляции – модели данных, позволяющей по-
лучать триангуляционные модели требуемого разрешения, – лежат две ос-
новные идеи [43]. Во-первых, требуемая триангуляция может быть полу-
чена из некоторой другой модели с помощью последовательности локаль-
ных модификаций триангуляции (см. предыдущий раздел). Вторая идея 
восходит к методу детализации триангуляции Киркпатрика [30], когда для 
фрагментов триангуляций различного разрешения строится ориентирован-
ный ациклический граф, в котором дугами кодируется пространственное 
наложение фрагментов различных разрешений (наложением считается та-
кое пересечение, что размыкание области пересечения не пусто, в частно-
сти, касание треугольников узлами и рёбрами не считается наложением). 

На рис. 76,а приведен пример последовательности триангуляций 
различного разрешения (жирными линиями обведены области, в которых 
триангуляция была подвергнута локальной модификации). Для этой по-
следовательности на рис. 76,б отдельно вынесены 0T  – исходная триангу-
ляция худшего разрешения, и 1 5T T−  – фрагменты, появившиеся в резуль-
тате локальных модификаций. Заметим, что фрагменты, принадлежащие к 
одной триангуляции в последовательности, не налагаются друг на друга. 
Исходную триангуляцию 0T  также можно считать фрагментом. 

(а) (б)

0T

1T

2T

3T

4T

5T

 
Рис. 76. Последовательность триангуляций различного разрешения (а)  
и ее интерпретация как последовательность локальных изменений (б) 
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0T

1T 2T

3T 4T 5T

 
 

Рис. 77. Ориентированный ациклический граф, описывающий 
последовательность триангуляций, приведенных на рис. 76 

 
На рис. 77 представлен ориентированный ациклический граф, кор-

нем которого является 0T  – исходная триангуляция, а узлами – фрагменты 
локальных модификаций триангуляции. От узла iT  к узлу jT  проводится 
ориентированное ребро, если, применяя локальную модификацию jT , уда-
ляются треугольники, находящиеся во фрагменте iT . Другими словами, для 
применения модификации jT  необходимо вначале применить iT .  

Такая структура графа собственно и называется мультитриангуляци-
ей { }iT T= . С её помощью можно получать различные триангуляции тре-
буемого качества, комбинируя различные фрагменты iT . На рис. 78 приве-
дены примеры таких возможных триангуляций (в выражении типа i jT T⊕  
обозначено применение локальной модификации jT   к триангуляции iT ). 

Мультитриангуляция может быть увеличивающей (уменьшающей), 
если для любого ребра графа от iT  к jT  фрагмент iT  содержит меньше тре-
угольников, чем jT . В нашем примере на рис. 77 мультитриангуляция яв-
ляется увеличивающей. 

В качестве фрагмента, являющегося узлом графа мультитриангуля-
ции, могут выступать как группы новых треугольников, появившихся в 
результате локальных модификаций, так и отдельные треугольники. 
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0T0 1T T⊕ 0 2T T⊕

0 1 3T T T⊕ ⊕ 0 2 5T T T⊕ ⊕0 1 2 3 4 5T T T T T T⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

 
 

Рис. 78. Некоторые из 16 возможных триангуляций, которые можно полу-
чить с помощью мультитриангуляции, приведенной на рис. 77 

 
Рассмотрим теперь алгоритм, позволяющий извлекать из увеличи-

вающей мультитриангуляции триангуляцию требуемого разрешения. 
Алгоритм извлечения. Пусть дана мультитриангуляция { }iT T=  и за-

дана некоторая функция c() , которая определяет, достаточное ли разреше-
ние имеет треугольник t, передаваемый в эту функцию в качестве аргумен-
та. Требуется найти минимальную триангуляцию, состоящую из треуголь-
ников из { }iT T= , для каждого из которых c()  возвращает истину. 

Шаг 1. Для каждого узла iT  мультитриангуляции устанавливаем флаг 
: 0ib = . Каждый треугольник мультитриангуляции помечаем : 0id = . Зано-

сим 0T  в очередь активных узлов. 

Шаг 2. Спускаемся по дереву мультитриангуляции вниз методом по-
иска в ширину. Пока очередь активных узлов не пуста, извлекаем из неё 
ранее фрагмент iT , и если он имеет флаг : 0ib = , то анализируем все тре-
угольники kt  в его составе, имеющие 0kd = . Если условие c( )kt  выполня-
ется, то помечаем его : 1kd = . Если c( )kt  неверно, то помещаем в очередь 
активных узлов фрагмент jT  ниже по графу от iT , который заменят тре-
угольник kt , а также устанавливаем : 1jb = . 

Шаг 3. Теперь необходимо для всех найденных локальных преобра-
зований iT , имеющих 1ib = , найти все те, без которых их применять нель-
зя. Для этого нужно методом поиска в ширину подняться по графу муль-
титриангуляции снизу вверх и пометить значением : 1ib =  все узлы iT , из 
которых идет ребро в jT  с 1jb = .   
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Шаг 4. Теперь опять надо спуститься по дереву методом поиска в 
ширину по всем узлам iT , имеющим флаги 1ib = , и применить соответст-
вующие локальные преобразования. Конец алгоритма. 

Если функция c()  может быть вычислена за время (1)O , то общая 
трудоемкость описанного алгоритма составляет ( )O N  [43]. 

На практике для задачи интерактивной визуализации модели рельефа 
в качестве критерия c()  может выступать видимый размер треугольника. 
Например, если этот размер меньше нескольких пикселей на экране ком-
пьютера, то, видимо, дальнейшее дробление треугольника является неце-
лесообразным. 

Другим вариантом для критерия c()  может быть сравнение требуе-
мой от модели точности с заранее вычисленным для каждого треугольника 
отклонением iε  от исходной поверхности. В задачах визуализации рельефа 
этот критерий может быть дополнительно скомбинирован с предыдущим 
критерием. 

В заключение этого раздела рассмотрим вопрос построения муль-
титриангуляции. Для этого можно применить селектор Делоне. 

9.4. Пирамида Делоне 
Определение 28. Пирамидой Делоне называется мультитриангуляция, 

узлами которой являются отдельные треугольники и из которой можно из-
влекать только триангуляции Делоне [21] (рис. 79). 

 

 
 

Рис. 79. Связи треугольников в пирамиде Делоне, построенной 
на последовательности триангуляций, приведенной на рис. 76 
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Такая структура в целом совпадает со структурой детализации три-
ангуляции Киркпатрика [30], но строится иными способами. 

Для построения пирамиды Делоне нужно вначале сгенерировать по-
следовательность триангуляций различного разрешения 1 2 ... hε ε ε< < <  с 
помощью стратегий «сверху вниз» или «снизу вверх», изложенных выше, а 
затем найти все наложения треугольников между соседними уровнями. 

9.5. Детализация триангуляции 
Триангуляционные модели рельефа позволяют точно описать форму 

поверхности, однако во многих алгоритмах анализа требуется, чтобы тре-
угольники были достаточно маленькими. Наиболее остро эта проблема 
встает при использовании различных методов конечных элементов и при 
визуализации рельефа. Такая задача, обратная к упрощению триангуляции, 
называется задачей детализации триангуляции. 

Основным назначением метода детализации триангуляции является 
повышение качества и точности вычислений. Он может быть применен ко 
многим обычным алгоритмам анализа поверхностей, таким как построение 
изолиний, расчет объемов земляных работ и зон видимости. 

При детализации отдельные треугольники триангуляции разбивают-
ся на меньшие треугольники. На рис. 80 приведены некоторые варианты 
разбиения треугольников при детализации триангуляции. Наиболее рас-
пространенным на практике является вариант с выборочным разбиением 
рёбер на две части. Вначале среди всех рёбер триангуляции выбираются те 
рёбра, длина которых превышает некоторый допустимый порог. В заклю-
чение посередине найденных рёбер выполняется вставка нового узла (рис. 
80,а–в). 

 

(а) (б) (в) (г) (д)
 

 

Рис. 80. Способы разбиения треугольников при детализации:  
а – разбиение каждого ребра триангуляции на две части;  
б, в – разбиение только длинных рёбер на две части; 
г – разбиение рёбер на переменное число частей; 
д – разбиение рёбер и вставка новых узлов 
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Рассмотрим вопрос определения высоты вновь вставляемых узлов. 
Самая простая линейная интерполяция по высотам смежных узлов практи-
чески не имеет смысла, поэтому на практике используются сплайновые 
поверхности, методы геостатистики или некоторые приближенные локаль-
ные методы. Последняя группа методов является наиболее простой в при-
менении и, как правило, дает приемлемое качество аппроксимации [6]. 

Алгоритм интерполяции высот на рёбрах триангуляции. Необходи-
мо найти высоты в серединах рёбер. 

Шаг 1. Для каждого треугольника вычисляем векторы нормалей ка-
сательных (с помощью векторного произведения двух его сторон). 

Шаг 2. Для всех узлов in  триангуляции находим векторы нормалей 
касательных iN . Для этого вычисляем среднее взвешенное нормалей всех 
смежных с узлом треугольников i

jt . В качестве весов можно использовать 
следующие варианты (рис. 81) [6]: 

1) 1
2 lnS pw
a p a

= ⋅
−

, где S – площадь i
jt , а p – полупериметр i

jt . 

2) 1
cos cos( )

sin
w

c
β α β

β
− +

= . 

3) 3 sinw α= . 

4) 4 sinw α= . 

5) 5w α= . 
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Рис. 81. Вычисление вклада треугольника i
jt  в нормаль касательной 

плоскости в узле in  при интерполяции высот в триангуляции 
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Шаг 3. Строим на каждом ребре AB  кубический сплайн. Вначале 
вычисляем в ( , , )A A AA x y z=  и ( , , )B B BB x y z=  направляющие вектора каса-
тельных по направлению AB c помощью векторного произведения: 

( ) ( , , ), ( ) ( , , )AB A AB A A A AB B AB B B BD A N N dx dy dz D B N N dx dy dz= × = = × = . Затем  

вычисляем 2 2( ) ( )B A B AL x x y y= − + − . В итоге отрезок кубического сплай-
на на ребре AB  задается формулами (тогда, например, подставив в них 
значение / 2t L= , можно получить высоту на середине ребра): 

( ) ( ) / , ( ) ( ) / ,A B A A B Ax t x x x t L y t y y y t L= + − ⋅ = + − ⋅
3 2

3 2 1 0( ) ,z t c t c t c t c= ⋅ + ⋅ + ⋅ +  где 0 1, ,A Ac z c z′= =  
( ) 2

2 3( ) (2 ) / ,B A A Bc z z z z L L′ ′= − + + ⋅ ( ) 3
3 ( ) 2( ) / ,A B B Ac z z L z z L′ ′= + ⋅ − − +  

2 2 2 2/ , /A A A A B B B Bz dz dx dy z dz dx dy′ ′= + = + . Конец алгоритма. 

9.6. Сжатие триангуляции 
Как было сказано выше, реальные модели рельефа требуют огром-

ных массивов памяти для хранения. Были затронуты проблемы обработки 
триангуляций, находящихся в памяти компьютера. В этом разделе будет 
рассмотрена задача компактного сохранения триангуляции в некоторый 
битовый поток долговременной памяти (например, на жестком диске). 

Задачу сжатия структуры триангуляции можно условно разбить на 
две составляющие: 1) сжатие координат узлов и 2) сжатие топологии 
(структуры графа триангуляции). 

В разд. 1.2 было показано, что при использовании распространенных 
структур данных затрачивается 8–16 байт на хранение координат узлов 
(при 4- или 8-байтовом представлении координат) и 28–72 байта на топо-
логические связи объектов триангуляции. Видно, что наибольшую долю 
памяти (до 90%) занимает топология триангуляции. 

Один из классических методов упаковки триангуляции заключается 
в разбиении триангуляции на некоторые полосы – последовательности 
смежных треугольников. Однако такой способ лучше всего подходит для 
визуализации, так как полная топология триангуляции при этом не сохра-
няется. Другой проблемой здесь является выбор минимального количества 
полос. В [20] показано, что эта задача является NP-полной. 

Среди методов упаковки, сохраняющих топологию, одним из наибо-
лее простых и удобных в применении является метод шелушения [23]. В 
работе алгоритмов сжатия/распаковки поддерживается некоторый гранич-
ный многоугольник, охватывающий область обработанных треугольников. 
Кроме того, имеется очередь активных рёбер триангуляции, т.е. рёбер, 
входящих в состав граничного многоугольника, но еще не обработанных. 
При сохранении триангуляции в выходной поток записывается с помощью 
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2 бит один из управляющих кодов: VERTEX, SKIP, LEFT или RIGHT. После кода 
VERTEX всегда идут 2 координаты некоторой вершины. Рассмотрим соответ-
ствующие алгоритмы этого метода. 

Алгоритм упаковки триангуляции методом шелушения.  
Шаг 1. Выбирается любой треугольник в триангуляции. В выходной 

поток посылаются координаты 3 образующих узлов этого треугольника. 
Три его ребра образуют начальный граничный многоугольник и входят в 
состав очереди активных рёбер (рис. 82,а). 

Шаг 2. Пока очередь активных рёбер не пуста, извлекаем из ее нача-
ла ребро r и пытаемся увеличить граничный многоугольник за счет тре-
угольника t, смежного с r с внешней стороны от текущей границы: 

Шаг 2.1. Если узел n в t напротив ребра r не лежит на граничном 
многоугольнике, то посылаем в поток код VERTEX и коорди-
наты узла n, увеличиваем границу и очередь активных рё-
бер (рис. 82,г). 

Шаг 2.2. Если узел n в t является следующим вдоль границы слева от 
ребра r, то посылаем код LEFT и увеличиваем границу и 
очередь активных рёбер (рис. 82,б). 

Шаг 2.3. Если узел n в t является следующим вдоль границы справа 
от ребра r, то посылаем код RIGHT и увеличиваем границу и 
очередь активных рёбер (рис. 82,в). 

Шаг 2.4. Если треугольника t не существует (рис. 82,д) или узел n в t 
не является смежным вдоль границы к ребру r (рис. 82,е), то 
посылаем в поток код SKIP. Конец алгоритма.  

Аналогично построен и алгоритм распаковки. 
Алгоритм распаковки триангуляции. 
Шаг 1. Из входного потока считываются координаты трех узлов, и на 

них строится треугольник, рёбра которого образуют начальный граничный 
многоугольник и входят в состав очереди активных рёбер. 

Шаг 2. Пока очередь активных рёбер не пуста, извлекаем из ее нача-
ла ребро r, пытаемся увеличить граничный многоугольник от ребра r в со-
ответствии со считываемым из потока управляющим кодом: 

Шаг 2.1. Для кода VERTEX: создаем новый узел n и считываем его ко-
ординаты из потока. На ребре r и узле n создаем новый тре-
угольник, увеличиваем границу и очередь активных рёбер.  

Шаг 2.2. Для кода LEFT: создаем новый треугольник на ребре r и узле, 
следующем вдоль границы слева от ребра r. Увеличиваем 
границу и очередь активных рёбер. 
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VERTEX SKIP

LEFT RIGHT

SKIP

(а) (б) (в)

(г) (д) (е)
 

 

Рис. 82. Упаковка триангуляции методом шелушения:  
а – выбор начального треугольника; б – треугольник,  

замыкаемый налево; в – треугольник, замыкаемый направо;  
г – треугольник с новым узлом; д – треугольник не  
существует; е – треугольник замыкается некорректно 

 

Шаг 2.3. Для кода RIGHT: создаем новый треугольник на ребре r и уз-
ле, следующем вдоль границы справа от ребра r. Увеличи-
ваем границу и очередь активных рёбер. 

Шаг 2.4. Для кода SKIP: ничего не делаем. Конец алгоритма. 
Описанный метод шелушения сжимает топологические связи триан-

гуляции, затрачивая в среднем на один узел примерно 4,2–4,4 бита, т.е. в 
50–140 раз [23]. 

Рассмотрим, как можно адаптировать данный алгоритм для сжатия 
координат узлов. Для этого надо сохранять координаты узлов отдельно во 
второй поток, причем координаты очередного узла лучше представлять в 
относительных координатах от предыдущего сохраненного узла. После 
этого можно применить для второго потока какой-нибудь универсальный 
метод сжатия. В [47] описываются специальные методы сжатия такого по-
тока, основанные на квантизации и на методе кодирования энтропии. 



Глава 10. Анализ поверхностей 

10.1. Построение разрезов поверхности 
Одной из базовых задач анализа триангуляционных поверхностей яв-

ляется построение разрезов – вертикальных (профилей) и горизонтальных 
(изолиний). 

В задаче построения профилей задается некоторая ломаная, вдоль 
которой необходимо построить разрез поверхности. Для этого нужно 
пройти вдоль этой ломаной с помощью варианта 1 алгоритма локализации 
треугольников в триангуляции (разд. 2.1, рис. 18,а), вычисляя последова-
тельные трехмерные точки пересечения ломаной с рёбрами триангуляции. 

Задача построения изолиний, несмотря на внешнее сходство с про-
филями, значительное сложнее. 

Определение 29. Изолиниями уровня h называют геометрическое ме-
сто точек на поверхности, имеющих высоту h и имеющих в любой своей 
окрестности другие точки с меньшей высотой: 

{ }( , ) ( , ) , 0 : ( ', ') : | ( ', '),( , ) | , ( ', ')hI x y z x y h x y x y x y z x y hε ε= = ∀ > ∃ < < . 

Условие наличия в любой окрестности точки с меньшей высотой по-
зволяет избежать неопределенностей, когда в триангуляции имеются гори-
зонтальные рёбра или даже треугольники (плато) с высотой h. В против-
ном случае изолиния не будет представляться в виде линий. 

Для построения изолиний высотой h можно применить следующий 
алгоритм. 

Алгоритм построения изолиний. 
Шаг 1. Помечаем каждый треугольник триангуляции, по которому 

проходят изолинии (т.е. выполняется условие 1 2 3min( , , )z z z h< <  
1 2 3max( , , )z z z< , где iz  – высоты трех его вершин), флагом : 1iC = , а все ос-

тальные треугольники – : 0iC =  (рис. 83,а). Если обнаружен хотя бы один 
треугольник, у которого хотя бы одно ребро лежит в плоскости изолинии, 
то h уменьшается на некоторое малое ∆  и алгоритм повторяется заново. 

Шаг 2. Для каждого треугольника с 1iC =  выполняем отслеживание 
очередной изолинии в обе стороны от данного треугольника, пока один 
конец не выйдет на другой или на границу триангуляции (рис. 83,б). Каж-
дый пройденный при отслеживании треугольник помечается : 0iC = . Конец 
алгоритма. 
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(а) (б)  
 

Рис. 83. Построение изолиний: а – определение потенциальных  
треугольников; б – отслеживание изолиний 

 
Трудоемкость такого алгоритма, очевидно, является линейной отно-

сительно размера триангуляции. 
Определение 30. Изоконтурами между уровнями 1h  и 2h  называют 

замыкание геометрического места точек на поверхности, имеющих высоту 

1 2[ , )h h h∈ , т.е. множество точек 1 2{( , ) ( , ) }hI x y h z x y h= ≤ < . 

Определение 31. В задаче построения изоконтуров требуется по-
строить множество непересекающихся регионов, каждый из которых пред-
ставляет область, высоты точек внутри которой лежат в определенном 
диапазоне. 

Обычно задаётся система диапазонов с помощью начального значе-
ния самого первого диапазона, конечного значения последнего диапазона и 
шага построения диапазонов. 

Алгоритм построения изоконтуров. Пусть заданы уровни 1,..., Mh h . 

Шаг 1. Обнуляем множества ломаных, входящих в изоконтуры: 
iC =∅ , 0,i M= . 

Шаг 2. Для каждого уровня ih  строим изолинии (рис. 84,а). Каждую 
замкнутую изолинию добавляем во множество iC . 

Шаг 3. Определяем все кусочки границы триангуляции между точ-
ками выхода изолиний на границу. Формируем граф, в котором в качестве 
узлов выступают точки выхода на границу, а в качестве рёбер – кусочки 
границы между этими точками и рассчитанные изолинии. Каждая изоли-
ния должна войти в граф дважды в виде одинаковых ориентированных рё-
бер, но направленных в разные стороны. Для рёбер – кусочков границы – 
устанавливаем такую ориентацию, чтобы внутренности триангуляции на-
ходились справа по ходу движения (рис. 84,б). В результате в каждом узле 
графа должны сходиться четыре ребра. 
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(а) (б)
 

 

 
(в) 

 

Рис. 84. Построение изоконтуров: а – построение изолиний;  
б – объединение изолиний и кусочков границы в изоконтуры; 

в – пример расчета по модели рельефа, представленной на рис. 72 

 
Шаг 4. По полученному графу строим контуры. Начинаем движение 

с любой вершины графа и двигаемся вперед в соответствии с ориентацией 
рёбер до тех пор, пока не вернемся в начальную вершину. Повторный про-
ход по одному и тому же ребру запрещен, для чего делаются специальные 
пометки на рёбрах. При попадании в узел графа из граничной цепочки да-
лее надо двигаться по ребру, соответствующему изолинии, иначе – по гра-
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ничному ребру. Обратим внимание, что каждая изолиния войдет в два кон-
тура, соответствующих разным диапазонам высот.  

Шаг 5. Для каждого полученного на предыдущем шаге контура 
определяем, какому диапазону высот он соответствует. Для этого нужно 
взять и проверить любое ребро триангуляции, входящее в составе гранич-
ной цепочки, использованной в каждом контуре. На основании этого по-
мещаем цепочку в соответствующее множество iC  (рис. 84,в). Конец алго-
ритма. 

Трудоемкость данного алгоритма линейно зависит от размера триан-
гуляции и количества изолиний. 

10.2. Сглаживание изолиний 
Главными недостатками многих алгоритмов построения изолиний 

являются резкие изгибы и сильная осцилляция получаемых линий. Это 
связанно с неравномерностью получаемых узловых точек изолиний и 
обычно используемым линейным методом интерполяции. 

Попытки сгладить изолинии с помощью стандартных методов сгла-
живания кривых (полиномы, сплайны) не всегда приемлемы, т.е. при этом 
возможно пересечение изолиний разных уровней. Для устранения этого 
недостатка в [7] предложен специальный коридорный алгоритм. Суть его 
заключается в предварительном построении для всех изолиний неперекры-
вающихся коридоров и последующем построении в их пределах изолиний 
в виде ломаной минимальной длины или гладких кривых Безье. 

Алгоритм построения гладких изолиний. Пусть необходимо постро-
ить изолинии уровней 1 2 ... nh h h< < < . 

Шаг 1. Вычисляем максимально допустимое отклонение высот сгла-
женной изолинии от истинной 11, 1

max( ) / 2i ii n
h h h+= −

∆ = − . 

Шаг 2. Вычисляем для каждой изолинии ih  коридор в виде обычных 
несглаженных изолиний ih h− ∆  и ih h+ ∆ . 

Шаг 3. В полученных коридорах строится сглаживающая изолиния. 
Конец алгоритма. 

Для сглаживания в [7] предлагаются три способа. 
Самый простой заключается в построении ломаной минимальной 

длины, которая подобна резиновой нити с двумя закрепленными концами, 
растянутой внутри коридора (рис. 85,а). Однако при этом получается, что 
минимальная ломаная часто прижимается к одной из границ коридора, а 
количество осцилляций почти не уменьшается. Поэтому для этого нужно 
модифицировать коридор, сдвинув все вершины границ, совпадающие с 
узлами ломаной на участках выпуклостей, к центру коридора (рис. 85,б). 
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(а)                                               (б) 

 

Рис. 85. Построение ломаной минимальной длины: 
а – в исходном коридоре; б – в модифицированном коридоре 

 
Для получения действительно гладких изолиний можно использо-

вать кубические кривые Безье, разместив их в вышепостроенных коридо-
рах. При этом для каждого отрезка ломаной минимальной длины необхо-
димо задать по две дополнительные точки, которые вместе с двумя верши-
нами отрезка определяют управляющие точки кривой Безье. Дополнитель-
ные точки должны задаваться так, чтобы наклон кривой в вершинах лома-
ной был непрерывным, а четырехугольники, образованные управляющими 
точками (а поэтому и кривые Безье), лежали бы целиком внутри коридора. 

10.3. Построение изоклин 
Решение задачи построения изолиний может быть положено в осно-

ву решения и других подобных задач. Практический интерес, например, 
вызывает задача построения изоклин – линий одинакового уклона поверх-
ностей. 

На практике широко распространены два способа выражения уклона 
– с помощью градусной меры (угол) и процентов. Например, двухметро-
вый подъем поверхности на 100 метров дистанции может быть выражен 
как 2% либо 1,15 arctg 2/100=D . При этом довольно просто перейти от 
процентного уклона к градусному и наоборот. 

Рассмотрим теперь вопрос определения уклона поверхности. Суще-
ствуют два способа расчета уклонов. При первом из них (рис. 86,а) значе-
ния уклонов определяют локально для каждого треугольника как угол на-
клона пространственного треугольника к плоскости XY. Для этого вычис-
ляется векторное произведение векторов двух сторон треугольника и по-
лучается вектор нормали к нему, который уже сравнивается с вертикалью. 

На практике используется данный способ, однако чаще встречается 
подход, заключающийся в переходе от значений уклонов для треугольни-
ков к уклонам в их вершинах (рис. 86,б). 
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(а)                                       (б) 
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Рис. 86. Расчет уклонов: а – треугольников; б – узлов; в – пример 
расчета по модели рельефа, представленной на рис. 72 

 
Такой переход, с одной стороны, учитывает не только локальное по-

ложение каждого треугольника, но и их совместное расположение, а с дру-
гой – позволяет использовать алгоритм построения изолиний для расчета 
изоклин. Действительно, путем замены координат z точек на значения рас-
считанных уклонов получаем вторичное поле значений для данной по-
верхности, которое можно подать на вход алгоритма построения изолиний. 
Этот алгоритм построит линии, вдоль которых z-значения будут постоян-
ными, а такие линии и будут являться изоклинами. 
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Аналогично расчету изоклин можно построить и полосовые контуры 
между изоклинами, используя алгоритм из предыдущего раздела (рис. 
86,в). 

В заключение отметим, что расчет контуров между изоклинами 
можно выполнить и другим способом. Для этого нужно просто определить 
уклон каждого треугольника и тем самым указать, в какой регион он дол-
жен быть включен. После чего нужно просто вызвать алгоритм выделения 
регионов. Отметим, что такой вариант проще в реализации, но выдает ви-
зуально хуже воспринимаемые изображения. 

10.4. Построение экспозиций склонов 
Еще одной часто возникающей в геоинформатике задачей является 

построение экспозиций склонов. Здесь требуется определить доминирую-
щие направления склонов по странам света и разбить поверхность на ре-
гионы, в которых доминирует некоторое определенное направление. Так 
как для горизонтальных участков поверхности определение экспозиции не 
имеет смысла, то в отдельный регион выделяют области, являющиеся го-
ризонтальными или имеющие незначительный уклон, например 5α < D . По 
странам света деление обычно выполняется на 4, 8 или 16 частей. 

 
Рис. 87. Пример расчета экспозиций склонов по модели  

рельефа, представленной на рис. 72 



Глава 10. Анализ поверхностей 119 

Задача расчета экспозиций склонов обычно используется для анализа 
освещенности Земли. В связи с этим часто возникает потребность допол-
нительного учета текущего положения Солнца, т.е. экспозиция вычисляет-
ся как направление между нормалью к треугольнику и направлением на 
Солнце. 

Таким образом, каждый треугольник триангуляции может быть про-
классифицирован по принципу принадлежности к тому или иному регио-
ну. После этого нужно просто вызвать алгоритм выделения регионов. 

Пример выполнения расчетов экспозиций склонов приведен на рис. 
87. Белым представлены области с наклоном, а четырьмя темными – пре-
имущественные направления уклона. 

10.5. Вычисление объемов земляных работ 
В задаче расчета объемов земляных работ в дополнение к сущест-

вующей модели рельефа задается желаемая модель. Требуется рассчитать, 
какую территорию нужно срезать, а какую засыпать, чтобы получить же-
лаемую поверхность. При этом нужно определить объемы перемещаемых 
масс грунта (сумма срезанного и засыпанного объемов) и балансовый объ-
ем (разница срезанного и засыпанного объемов, т.е. избыток или недоста-
ток грунта). 

В наиболее простой постановке желаемая форма рельефа задается 
как некоторый регион на карте, в пределах которого требуется выравнива-
ние поверхности под заданный горизонтальный уровень. Это применяется 
для оценки объемов работ при рытье котлованов с вертикальными стенка-
ми. 

Решение задачи с котлованом выполняется следующим образом. 
Алгоритм расчета земляных работ при рытье котлована с верти-

кальными стенками и горизонтальным дном. 
Шаг 1. Делается вырезка из общей триангуляции некоторой части по 

границе котлована. По сути, вначале делается копия исходной триангуля-
ции и в неё вставляется граница котлована в качестве области интересов 
триангуляции, тем самым все треугольники вне котлована отбрасываются. 

Шаг 2. Вызывается алгоритм построения изоконтуров для вырезан-
ной триангуляции на требуемом уровне дна котлована. Алгоритм возвра-
тит два региона, определяющих территории с излишком и с недостатком 
грунта соответственно. 

Шаг 3. Для каждого треугольника вырезанной триангуляции выпол-
няется сравнение с требуемым уровнем дна котлована. Если треугольник 
находится целиком выше дна, то его требуется засыпать, если целиком 
ниже – то срезать. Объем засыпки/срезки определяется как объем соответ-
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ствующей треугольной призмы с двумя основаниями, одно из которых яв-
ляется текущим треугольником, а второе – проекцией этого треугольника 
на дно котлована. Если треугольник пересекается с плоскостью дна котло-
вана, то делается сечение треугольника на две части, для которых отдельно 
вычисляются объемы соответствующих призм. Конец алгоритма. 

В более сложной постановке задачи расчета земляных работ требуе-
мая поверхность задается как другая независимая триангуляционная мо-
дель. В такой форме задача возникает при вертикальной планировке тер-
риторий самого разного назначения. 

Обычно эта задача решается на регулярных моделях с предваритель-
ным преобразованием исходных триангуляционных моделей. В явном же 
виде на триангуляции обычно эту задачу не решают, так как существую-
щие для этого алгоритмы весьма сложны и могут генерировать в худшем 
случае очень сложные регионы, имеющие число точек, пропорциональное 
квадрату общего числа узлов в исходных триангуляциях. Тем не менее в 
некоторых случаях возникает потребность в таких явных вычислениях, и 
поэтому можно использовать следующий достаточно простой алгоритм. 

Определение 32.  Пусть дана исходная модель рельефа в виде триан-
гуляции 1T  и желаемая модель 2T . В задаче расчета земляных работ тре-
буется вычислить регион L, определяющий территорию, в пределах кото-
рого поверхность 1T  выше 2T , регион H, на котором 1T  ниже 2T , и регион 
E, на котором уровни 1T  и 2T  равны. Также требуется вычислить объем 
земли, который надо срезать, и объем, который надо насыпать. 

Алгоритм расчета земляных работ. 
Шаг 1. Определяется минимальный многоугольник, охватывающий 

триангуляции 1T  и 2T  как пересечение охватываемых триангуляциями 
территорий. 

Шаг 2. Создается новая триангуляция T, и в неё вносятся в качестве 
структурных рёбер все рёбра триангуляций 1T  и 2.T  Для каждого узла in  
триангуляции T нужно вычислить высоты 1

iz  и 2
iz , определяющие высоты 

этого узла в триангуляциях 1T  и 2T  соответственно. 

Шаг 3. Для каждого треугольника jt  новой триангуляции определя-
ем, не пересекаются ли триангуляциях 1T  и 2T  в пределах треугольника jt : 

1. Если 1 21,3: jk jkk z z∀ = = , то оба треугольника лежат в одной плоско-
сти, и поэтому треугольник jt  попадает в регион E. 

2. Если 1 2, 1,3: jk jlk l z z∀ = ≤ , то в пределах этого треугольника поверх-
ность 1T  не выше 2T , и поэтому треугольник jt  попадает в регион H. 
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3. Если 1 2, 1,3: jk jlk l z z∀ = ≥ , то в пределах этого треугольника поверх-
ность 1T  не ниже 2 ,T  и поэтому треугольник jt  попадает в регион L. 

4. Иначе, если 1 2, 1,3: jk jlk l z z∃ = >  и , 1,3:m n∃ = 1 2
jm jnz z< , то поверх-

ности пересекаются в пределах данного треугольника (рис. 88). Поэтому 
мы должны найти пересечение двух пространственных треугольников в 
виде некоторого отрезка, разделяющего треугольник на две части, которые 
в дальнейшем войдут в разные результирующие регионы L и H. После де-
ления треугольника удобно рассчитать объемы земляных работ в пределах 
данного треугольника. 

Шаг 4. Собираем из всех найденных частей регионы L, H и E. Конец 
алгоритма. 

 

T

 
 

Рис. 88. Пересечение пространственных треугольников 
 
Сложность данного алгоритма зависит в основном от трудоемкости 

построения триангуляции T. В худшем случае это может быть 
2

1 2(( ) )O N N+ , где iN  – число узлов исходных триангуляций. Тем не менее 
в среднем эта величина может составлять 1 2( )O N N+  на равномерных рас-
пределениях исходных узлов триангуляций. 

10.6. Построение зон и линий видимости 
В задаче построения зон видимости по заданному положению на-

блюдателя в пространстве требуется определить, какие участки поверхно-
сти ему видны, а какие нет. Эта задача возникает, например, при размеще-
нии пожарных вышек, радарных станций, теле- и радиовышек, станций со-
товой связи [42]. 
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В ряде случаев эту задачу можно решать приближенно, например, 
переходя к растровому представлению, однако часто требуются более точ-
ные результаты расчетов. 

Для решения данной задачи можно использовать общие методы уда-
ления невидимых линий, применяемые в машинной графике, например ал-
горитмы z-буфера и плавающего горизонта. 

Данную задачу иногда решают в упрощенном варианте, строя только 
линии видимости, которые представляют собой лучи, исходящие из точки 
видимости в разные стороны и разбитые на части по принципу видимости. 
Данная задача решается значительно проще, чем полный случай. Для этого 
вначале строится профиль поверхности вдоль этого луча, а потом методом 
плавающего горизонта формируются его видимые и невидимые части. 

Для решения полной задачи можно использовать точный алгоритм, 
основанный на идее алгоритма плавающего горизонта [13]. В отличие от 
обычного алгоритма, используемого в машинной графике, в нашем случае 
горизонт будет представляться не в виде растра, а в виде ломаной кругово-
го обзора. На рис. 89 по горизонтали откладывается азимут направления 
зрения, а по вертикали – максимальный текущий вертикальный горизонт 
зрения. 

Алгоритм построения зон видимости. 
Шаг 1. Устанавливаем текущий круговой плавающий горизонт в ви-

де горизонтальной линии на уровне –90°. 
Шаг 2. Последовательно анализируем все треугольники триангуля-

ции от ближайших к точке зрения до самых удаленных. Каждый треуголь-
ник сравниваем с текущим горизонтом и выделяем те части треугольника, 
которые видны и не видны, и затем модифицируем текущий горизонт этим 
треугольником. Конец алгоритма. 

 

0° 180°-180°

0°

90°

-90°
90°

90°

-90°  
 

Рис. 89. Текущий круговой плавающий горизонт 
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В данном алгоритме самое сложное заключается в поиске такого пра-
вильного порядка обхода треугольников, чтобы все ранее анализируемые 
треугольники не заслонялись более поздними. К сожалению, такой поря-
док не всегда существует, хотя в практических задачах исключения возни-
кают редко. В частности, в [22] показано, что для триангуляции Делоне та-
кая ситуация не возникает никогда. На рис. 90 точкой обозначено положе-
ние наблюдателя, сплошными линиями – уже проанализированные тре-
угольники. Анализ же пунктирных треугольников невозможен, так как пе-
ред каждым из них находится какой-то другой, закрывающий обзор. В та-
ком сложном случае можно либо разрезать некоторый треугольник на час-
ти, либо просто продолжить анализ с наименее перекрываемого или самого 
близкого к наблюдателю треугольника. Второй вариант, возможно, даст 
ошибку в вычислении, но он значительно более прост. 

 

 
 

Рис. 90. Проблема правильного выбора порядка обхода треугольников 
 
Для определения порядка обхода создаем список незаслоняемых 

треугольников L. Пока список не пуст, последовательно анализируем все 
его треугольники. После выполнения анализа очередного треугольника 
возможна ситуация, когда смежные с ним треугольники станут также неза-
слоняемыми, и тогда их надо также поместить в список L. Если список L 
станет пустым, то при наличии в триангуляции еще не проанализирован-
ных треугольников выбираем из них тот, центр которого находится ближе 
всех к точке зрения, и повторяем цикл анализа списка. 
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Рис. 91. Пример расчета зон видимости по модели рельефа,  
представленной на рис. 72 (флажком отмечена точка  
наблюдения на высоте 5 метров от уровня земли,  
сплошной закраской изображены невидимые зоны) 

 
Самым большим недостатком описанного алгоритма является чрез-

мерное количество узлов ломаных, делящих треугольники в зонах видимо-
сти, что не всегда нужно на практике. В худшем случае их количество мо-
жет составлять ( )O N . Поэтому для каждого треугольника разрезающую 
ломаную нужно упростить, оставить один или два отрезка. 

На рис. 91 представлен пример выполнения расчета зон видимости. 
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